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Wavelets
-teori och tillampningar

Sammanfattning:

Ett teoretiskt projektarbete som tar upp grunderna inom waveletanalysen. Syftet
ar att ge en overgripande bild av vad wavelets ar, hur de uppkommit och dess
tilldmpningar. Rapporten innefattar jamforelser mellan wavel ettransformen och
andra liknande metoder, samt diskussion om dess fordelar. Aven den mest
grundldggande matematiken inom omradet tas upp.

Behandlade tillampningsomraden & bildkompression och brusreducering.

Arbetet har delats upp mellan projektmedlemmarna och rapporten har sedan
sammanstéllts gemensamt. Projektet har givit projektmedlemmarna en djupare
forstaelse av wavel etanalysens roll inom signal behandlingen.
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1 Formalia

1.1 Uppgift

Syftet med detta arbete &r att undersoka wavelets och tillampningar av dessa ur ett teoretiskt
perspektiv.

1.2 Begransningar

Vi har valt att forsoka undvika matematiska detaljer i den mén det har varit mgjligt. | de
avsnitt dar det anda kravts har vi forsokt att ge en Gvergripande forstael se.

Vi har begransat oss till att redogora for tva tillampningar narmare. De andra tillampningarna
har vi bara behandlat 6versiktligt da materialet om dessa varit begransat. Vi hade dessutom
tankt att utoka arbetet med ndgon waveletrelaterad berakning i Matlab, men efter att ha borjat
jobba med detta insdg vi att det skulle bli ett projekt i sig. Det hela da skulle bli valdigt
omfattande for att Gverhuvudtaget ge nagot resultat. Da syftet med arbetet var att behandla
wavelets teoretiskt, valde vi att utesluta Matlabdelen. Vi har valt att i var rapport utesluta
dutsatsen da vi inte fann denna nédvandig.

1.3 Metod

For att sétta ossin i vad Wavelets egentligen ar, hur de fungerar och vad de anvandsttill,
utfordes en litteraturstudie. Litteraturen baserades pa texter fran Internet och att antal bocker i
amnet. Det praktiska arbetet bestod i att forsoka implementera négra utvalda metoder i Matlab
och att utvardera resultatet.

1.4 Disposition

Kapitel tva ger en introduktion till teorin bakom wavelets. Kapitel tre handlar om
tillampningar i generella ordalag samt brusreducering. Kapitel fyra gér djupare in pa
bildkompression med wavelets.
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2 En introduktion till wavelets

2.1 Bakgrund

Historien om wavelets borjar med historien om Fourieranalysen. Fourier visade att sa gott
som alla periodiska funktioner kan uttryckas som summan av cosinus- och/eller
sinusfunktioner. Aven vissa icke-periodiska funktioner kan behandlas p& samma sitt genom
att anvanda Fouriertransformen. Det som stérde forskarna var att Fourieranalysen arbetar med
linjara problem. Icke-linjéra problem & ofta mer komplicerade och uppférandet hos ett icke-
linjért system &r inte lika forutségbart, en liten foréndring i insignalen kan leda till en mycket
stor forandring i utsignalen. Aven det faktum att Fourieranalysen ” gdmmer” informationen
om tiden, gjorde att manga vetenskapsman borjade soka efter en béttre metod. Wavelets fick
betydel se nér man insdg att FFT-berékningar (mer om detta senare), under vissa
forutséttningar, inte gav 6nskad information om signalerna.

Grundidén bakom wavelets & inte ny, den fanns redan pa 1910-talet, men som manga andra
berakningsalgoritmer, kom den inte till s& stor anvandning forrén datorn introducerades och
kunde utfora berékningarna. Man kan egentligen séga att det riktiga intresset for wavelets inte
vacktes forran i borjan pa 80-talet. 1985 konstruerade Y. Meyer den forstaicke-triviala
waveleten, denna var kontinuerligt differentierbar men uppfyllde inte kravet pa kompakt stod
(mer om detta senare).

Innan detta skedde var wavelets till stor del ett teoretiskt matematiskt arbete dér i férsta hand
matematiker, och inte tekniker med intresse for signalbehandling, var inblandade. Detta har
fatt till effekt att mycket av litteraturen om wavelets har skrivits av matematiker. De har da
anvant sig av ett sprakbruk och ett sétt att bearbeta matematiska operationer vilket skiljer sig
fran vad som &r vanligt i signalbehandlingssammanhang. Detta gor litteraturen ganska
svargenomtranglig for en som inte & matematiker till professionen.

2.2 Overskt

Wavelets & en form av databehandling dér man delar upp en signal i ett antal frekvensband
for att sedan behandla de olika banden var for sig. Man kan darmed anvénda storst
noggrannhet vid behandling av de frekvensband som man beddmer som mest relevanta.
Namnet wavelet (sv. krusning) kommer fran kravet pa att de ska integrera mot noll, de ska
"pendla” dver och under x-axeln.

Waveletfunktioner &r funktioner som uppfyller specifika matematiska villkor. Metoden
paminner mycket om den som anvands vid Fourieranalys, dér cosinus- och sinusfunktioner
anvands for att representera andra funktioner. Det speciella med wavelet-algoritmer &r att de
bearbetar data med olika uppldsningar €ller skalor, dar en mindre skala innebér att man gar in
pa mindre detaljer i informationen. Om vi beskriver en signal med frekvens innebar detta att
man gar mot en kortare vaglangd, d.v.s. en hogre frekvens, och beskriver vi en bild sd innebér
en mindre skala att man gar mot storre upplsning i bilden, d.v.s. mot mindre bildpunkter.
Wavelets fungerar som ett mikroskop dér man kan observera olika delar av signalen genom
att anpassa fokusen. De kan @ven anvandas for att fa en bra helhetsbild av en signal. Malet &
att overforainformationen fran en signal till tal, koefficienter, som kan bearbetas, sparas,
overforas, analyseras eller anvandas for att aterskapa den ursprungliga signalen.
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Det finns manga olika typer av wavelets nagra exempel & "mjuka’ wavelets, wavelets med
enkla matematiska uttryck och wavelets med enkla associerade filter. Den enklaste av alla
wavelets & the Haar wavelet.

Pa samma sétt som cosinus och sinus anvands inom Fourier-analysen, anvands har wavelets
som basfunktioner for att representera data eller andra funktioner. Inom wavelet-analysen
utgar man frén en specifik wavelet, ofta kallad mother wavelet. Utifran denna kan man sedan
paolika sitt analysera en signal. Genom att draihop, dra ut och forflytta mother funktionen
skapas en mangd waveletfunktioner. FOr tidsanalys anvands en ihopdragen hogfrekvent
version av mother wavelet och for frekvensanalys anvands en utvidgad |&gfrekvent version av
samma wavelet.

Enligt vissa forskare ger wavelets ett helt nytt perspektiv och tankesétt nér det gdller att
bearbeta data. Man har lange velat ha en metod som pa ett béttre sétt, anden traditionella
Fouriermetoden, approximerar ojamna signaler. Det finns en del viktiga egenskaper hos
wavelets som gor att wavelet-analysen skiljer sig fran Fouriermetoden. Basfunktionerna inom
Fourieranalysen (cosinus och sinus) &r lokaliserade i frekvensdomén men inte i tidsdoman.
Sma andringar i frekvensen ger i Fouriertransformen upphov till andringar var som helst i
tidsdoméanen. Wavelets daremot &r lokaliserade bade i frekvensdoman och i tidsdoman,
genom bearbetning av mother wavelet. Detta &r till stor anvandning i manga situationer.

En annan fordel &r att wavelets kan representera manga olika typer av funktioner pa ett
kompakt sétt. T.ex. kréver funktioner med diskontinuiteter och funktioner med skarpa spikar,
betydligt farre wavelet-basfunktioner n sinus- cosinusfunktioner, for att uppna jamforbar
approximation. ! Detta genom att basfunktionerna, till skillnad frén sinus och cosinus, stracker
sig 6ver en andlig tidsdoman och har darmed stérre mojlighet att upptécka spikar och
diskontinuiteter. Wawvelets erbjuder darmed ett mycket sparsamt séit att representera data och
blir darfor en utmarkt metod for datakomprimering. Som vi senare tar upp, anvander sig t.ex.
FBI av wavelets for digital fingeravtryckskompression.

Wavelets & aven mycket anvandbart vid bearbetning av statistiskt material. En stor och
utspridd datamangd kan enkelt och snabbt transformeras med hjép av den diskreta
wavelettransformen. Uttrycket snabb (fast) hos Fouriertransformen kan i de flestafall erséttas
med snabbare (faster) for wavelets. For Fouriertransformering géller hastigheten

O(nxl oggz(n)). For snabba wavelets gédller O(cn) dar ¢ beror pa komplexiteten hos aktuell
wavelet.

2.3 Teori

2.3.1 Fouriertransformen

Wavelets och Fourieranalysen hor helt klart till samma familj inom matematiken. Aven om de
skiljer sig frén varandra pa manga sétt sd & grunden densamma. Man kan siga att wavelets ar
en utvidgning av den traditionella Fourieranalysen. For att underlétta forstaelsen har vi darfor
valt att ge en beskrivning av Fourieranalysen innan vi ger ossin pa wavelets.
Fouriertransformen har forméagan att kunna analysera en signd i tidsdomanen med hansyn till
dess frekvensinnehall. Transformen dversétter en funktion i tidsdoman till en funktion i
frekvensdoman. Signalen kan sedan analyseras med hansyn till dess frekvensinnehall

eftersom Fourierkoeffecienterna hos den transformerade signalen representerar bidraget fran

L «“Wavelets for Kids”, Brani Vidakovic och Peter Mueller
2«Theworld Accordning to Wavelets”, Barbara Burke Hubbard second edition 1998
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varje sinus- och cosinusfunktion vid varje frekvens. Den diskreta Fouriertransformen (DFT)
uppskattar Fouriertransformen for en funktion med ett andligt antal samplingspunkter.

Om f (t) inte & periodisk gér det inte att representera signalen korrekt med hjap av
summering av periodiska funktioner. Detta kan |6sas med hjélp av en WFT (windowed
Fourier transform). En WFT kan anvandas for att ge information om signaler i tidsdoman
samtidigt som i frekvensdoméan. Med WFT:n delas insignalen upp i delar och varje del
analyseras separat. Syftet med WFT:n & att lokalisera signalen i tidsdoman.

For att approximera en funktion genom samplingar krévs en matris med en ordning som &r
lika med antalet samplingspunkter. Eftersom multiplikation mellanen n ” n matris och en
vektor kostar rf aritmetiska operationer, blir problemet 14t stort nér antalet samplingar okar.
Om samplingarna daremot & uniformt fordelade kan matrisen faktoriseras till en produkt av
endast nagra fa sma matriser. Dessa kan sedan appliceras pa en vektor med endast ordning
n*og(n) operationer. Det & det har man kallar den snabba (fast) Fouriertransformen (FFT)S.

2.3.2 Hur fungerar wavelets?

Grunden for wavelets &r att de anvander sig av olika klasser av basfunktioner som &r
definierade i en &ndlig tidsdoman. Basfunktioner &r funktioner som kan anvandas for att
konstruera en annan funktion. Adderar man cosinus och sinus genom en kombination av
frekvenser och amplituder kan man t.ex. konstruera en ton. Har ar cosinus och sinus
basfunktioner, som vi tidigare namnt & det de basfunktioner som anvéands inom
Fourieranalysen. Det & viktigt att komma ihdg att wavel ettransformen har ett oandligt antal
mojliga basfunktioner, inte enbart en speciell typ.

For att analysera en signal anvander sig waveletmetoden, som vi tidigare ndmnt, av
skalanalys, d.v.s. signalen delas upp i ett antal frekvensband. Detta innebér att analyseraf (x)
genom att skapa matematiska strukturer som varierar i skala. En funktion konstrueras, den
skiftas med en viss mangd och dess skala andras. Denna struktur appliceras paf (x) for att
approximera signalen. Proceduren upprepas ett flertal ganger for att fa en bra approximation.
Metoden &r inte kandlig for brus eftersom den méter medelvardet av variationernai signalen
med olika skalor”.

Att forsta sig pa skal- varierande basfunktioner & grunden till att férsta wavelets.

En basfunktion varierar i skala genom att dela upp en funktion eller ett datasegment med hjép
av olika skalstorlekar. Man startar uppdelningen genom att dela det aktuella signalomradet,
som for att inte bryta mot samplingsvillkoret strécker sig upp till frekvensen /2, mitt i tu. Vi
delar alltsa yop omradet O - f/2 i tvalika storadelar med hjélp av ett |agpassfilter med
passbandet O - fs/4 och ett hogpassfilter med passbandet f4/4 - f42. | redliteten beter sig
hogpassfiltret som ett bandpassfilter eftersom signalbandet slutar vid f/2. | matematikernas
terminologi kallas |agpassfiltret for skalningsfunktion och hogpassfiltret for waveletfunktion.
Eftersom vi nu har bandbredden f44 och banden ligger separerade inom intervallen O - f/4
och f44 - f42, sa kan vi, utan att skada signalerna, halvera (decimera) samplingsfrekvensen i
de tva kanalerna. Lagg mérke till att vi till en borjan hade en signal innehallande N stycken
sampel. Nu har vi delat upp den och fétt tva signaler med N/2 sampel vardera, d.v.s. vi har
totalt N sampel och den ursprungliga datamangden har inte forandrats. Om vi tillfaligt

3 Amara Graps” An introduction to wavelets’ |EEE Computer Society 1995
4 Amara Graps " An introduction to wavelets’ |EEE Computer Society 1995
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stannar vid denna forsta niva, anayserar eller signalbehandlar vi de tva frekvensbanden var
for sig. Detta sker altsavid en lagre (halverad i detta fall) samplingsfrekvens, vilket férenklar
analysen. Om vi inte bara ska analysera signalen utan dven dterstdlla den sa far vi atergatill
den ursprungliga samplingsfrekvensen i de tva banden. Vilket betyder att vi fordubblar
samplingsfrekvensen i det har fallet, och sedan ater anvander ett |agpassfilter med passbandet
0 - f44 och ett hogpassfilter med passbandet /4 - f4/2. Detta for att filtrera bort de
speglingssignaler som uppsamlingen oundvikligen ger upphov till.

En fortsatt uppdelning kan goras efter det forsta steget for att fa annu mindre datamangder att
analysera. N&r varje delsignal endast bestar av tva sampel har vi nétt gransen for hur langt vi
kan ga. For att kunna komma sa langt kravs att vi fran borjan har N=2" sampel, samma
forutsdttning krévs vid FFT-berékningar.

2.3.3 Likheter med Fouriertransformen

FFT:n och den diskreta wavel ettransformen (DWT) & bada linjara operationer som genererar
en datastruktur som innehdler log(n) segment av varierande 1angd, och vanligtvis
transformerar den till en datavektor av langd 2™

Aven de matematiska egenskaperna hos matrisernai de bada fallen &r lika. Den inversa
matrisen &r, bade for FFT:n och fér DWT:n, originalet fast omvant (transponerat). Det leder
till att bada transformerna kan ses som en rotation i funktionsrymden till en annan doman.
Hos FFT:n innehdller denna doman basfunktioner som representeras av cosinus och sinus.
Doménen for DWT:n innehaller daremot mer komplicerade basfunktioner, wavelets eller
analyserande wavelets.

2.3.4 Olikheter mdlan Fourier- och wavelettransfor men

Den framsta skillnaden mellan Fourier- och wavel ettransformen &r att varje waveletfunktion
ar lokaliserad i en tidsrymd, sinus och cosinus hos Fourier &r det inte. Denna férdel
tillsammans med att wavelets dven &r lokaliserade i frekvens, gor att transformeringen, till
waveletdoman, av manga funktioner och operationer blir valdigt sndl.

For att forsta tid-frekvens forhalandet mellan Fourier- och wavelettransformen kan man titta
hur basfunktionerna beter sig i tid-frekvensplanet. Figur 1 visar en WFT, dér fonstret &r en
fyrkantsvag. Fonstret hugger av sinus- eller cosinusvagen for att passain i en speciell
fonsterbredd. Eftersom ett enda fonster anvéands for alla frekvenser, i det hér falet, blir

uppl 6sningen densamma dverdlt i tid- frekvensplanet.
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Fig.1 En WFT med fyrkantsvag som fonster®

® Amara Graps " An introduction to wavelets’ |EEE Computer Society 1995
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En stor férdel med wavelettransformen &r att dess fonster varierar. For att mojliggora
isolering av diskontinuiteter, behtvs ndgra vadigt korta basfunktioner. Samtidigt, for att fa
detaljerad frekvensanalys, kravs valdigt 1anga basfunktioner. For att astadkomma detta
anvander man hogfrekventa korta basfunktioner och |&gfrekventa langa basfunktioner. Det &r
precis det man gor nér man anvander wavelettransformen. Fig.2 visar beteendet i tid-
frekvensplanet hos en wavel etfunktion, Daubeiches wavelet. Har &r inte uppldsningen den
sammali tid-frekvensplanet. Den varierar med hansyn till de olika fonster som anvéands.

N A A
l

Frequency

TaTnie

=
Time
Fig.2 Daubeiches wavelet i tid-frekvensplanet

235 Olikatyper av wavelets

De olika waveletfamiljerna gor olika avvagningar mellan hur kompakt basfunktionerna &r
lokaliserade i tidsrymden och hur "mjuka’ de &r. Inom varje familj av wavelets bestams
undergrupper av wavelets genom antalet koefficienter och iterationens niva. Hur wavelets
delasini olika klasser bestams av ett flertal matematiska forhallanden som maste vara
uppfyllda och som &r direkt relaterade till antalet koefficienter. Fig. 3 illustrerar ett nagra

olika wavelets.
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2.3.6 Waveletanalys

For att fa ett grepp om wavelets kréavs en del matematik. Vi har darfor valt att i detta avsnitt
ge en dvergripande forstaelse for de grundléggande matematiska bergkningar som krévs vid
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diskret waveletanalys. FOr mer detaljerad teori och teorin kring de berdkningar som gorsi det
kontinuerliga fallet hanvisar vi till referendlitteraturen.

Som vi tidigare namnt utgadr all waveletanalys fran en motherwavelet. Det & denna som
bearbetas for att finna lampliga waveletfunktioner for ett givet problem.

Genom utvidgning och tolkning av en motherwavel et definieras en ortogonal bas, en
waveletbas:

F s n(X) = 2%2F (2%-I)

s, | : heltal som skalar och utvidgar motherfunktion F for att generera wavelets.
s skalindex som anger langden av en wavelet.
I: l&gesindex som anger en wavelets position.

K&nner man till allt om sin motherfunktion vet man allt om basfunktionerna. Detta eftersom
baserna & en utvidgning av motherfunktion. For att uppskatta den aktuella dataméangden vid
olika uppldsningar anvands motherfunktionen i en skalekvation:

W) = 8 (- DeaF (2X+K)

k=0

W (x): skalfunktion fér motherfunktionen F
Ck : wavel et-koefficienter

K oefficienterna maste uppfylla linjara och kvadratiska krav, namligen:
K-l H-1
t);nc"‘: =2 ?;DG;:C::J,E.; =23,

d : deltafunktionen
| : positionsindex

K oefficienterna har en avgdrande betydelse for analysen. De & dessa som i sluténdan helt
representerar en given datamangd.

En av de viktigaste fordelarna med wavelets &r det enkla sétt pa vilket forskare kan véja de
styrande koefficienterna for ett givet waveletsystem, som lampar sig for ett specifikt problem.

Det underl&ttar forstaelsen om man ser koefficienterna {co, ..., cn} som ett filter. Filtret (eller
koefficienterna) placerasi en transformeringsmatris, som appliceras pa en obehandlad
datavektor. Detta gors efter en hierarkisk algoritm, en pyramid algoritm, som upprepade
ganger "jamnar till” vektorn och som till slut innehdller dels "mjuka’ komponenter och dels
ala detaljrika komponenter. K oefficienterna anvander tva dominerande modeller, en som
fung%rar som ett ” mjukgorande filter” och en som plockar ut detaljerad information fran
datat”.

® Amara Graps” An introduction to wavelets’ |EEE Computer Society 1995
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DWT-matrisen &r till en borjan inte sa sparsam som vi tidigare havdat. Den maste bearbetas
pa samma sitt som man gor med FFT:n. Man faktoriserar alltsa upp DWT:n i en produkt av
négra fa sparsamma matriser. Resultatet blir en algoritm som endast har ordning n operationer
for att transformera en n-samplingsvektor. Detta kallas ibland for den " snabba’ DWT:n.

Eftersom det finns oandligt manga basfunktioner att vélja bland sd maste man veta vilka man
skavédlja. Det kravs alltsa en metod for att finna den basta basfunktionen for en given signal,
for att uppna optimalt resultat. Den valda basfunktionen ska innehalla vasentlig information
om signalen. Om fa termer beh6vs vid expansionen (av motherwavelet) for att representera
signalen, har signalen komprimerats. Fa termer gor basrepresentationen effektiv.

Enligt Wickerhauser ska foljande egenskaper, hos basfunktionen, vara uppfyllda’:

Snabb berdkning av inre produkter med andra basfunktioner.

Snabb superposition av basfunktionerna.

Bra lokalisering, sa att man kan identifiera positionen hos en signal som bidrar med en
avgoOrande komponent.

Bralokalisering i frekvensdoménen, sa att man kan identifiera svangningar hos en
sgndl.

Oberoende, sa att inte for manga baselement matchar sasmma del av en signal.

Vid dennatyp av analys av wavel ets soker man en basi vilken koefficienterna, nér de
omplacerasi sunkande ordning, avtar sa fort som mgjligt. For att méta detta anvands ett
flertal redan kanda verktyg, t.ex. fran den klassiska harmoniska analysen.

" Amara Graps” An introduction to wavelets’ |EEE Computer Society 1995
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3 Tillampningar

3.1 Allméant om olika tillampningar

Wavelets har med framgang tillampats inom ett stort antal omréden, allt fran astronomi,
akustik, musik, optik och seismologi, till neurofysik, farkostteknik och ren matematik.
Wavelets kan aven appliceras inom omraden som ekonomi, statistik, kommunikationsteori
och datorgrafik.

Framforallt & det inom signalanalysens olika delomréden som wavel ets anvands, och da
framst for signalkompression, signalreduktion, spektral- och tid/frekvensanalys. Med hjép av
wavel ets kan man fa en betydligt béttre bild av signalerna én vad en DFT- eller FFT-
berdkning skulle ha gett. Inom tal- och ljudbehandling betyder detta talkompression,
talrekonstruktion, och rostigenkanning. Nér det géller bildanalys, som vi kommer gain mer
pa senare, anvands tillampningar inom bildkompression, bildrekonstruktion och
monsterigenkanning. Man kan |t se ett monster som gér igen inom alla dessa delomraden;
wavelets & bra att anvanda vid kompression och rekonstruktion av signaler eller data. Med
hjalp av wavelets kan man reducera nddvandig méangd data som maste lagras eller séndas 6ver
en kanal.

3.2 Brusreducering

Malet med signalanalys &r att utlasa relevant information fran en signal. Problemet & hur man
skall fatillbaka den riktiga signalen nar den storts av brusi systemet. Brusreducering &r ett
annat stort tillampningsomrade for wavelets. Man kan 16sa problemet med forvrangda
signaler genom en teknik som pa engelska kallas "wavelet shrinkage and thresholding
methods’®. Tekniken skulle pa svenska kunna 6versittas till ” krympnings- och
troskelvardesmetoder” och betyder att man genom wavel ettransformation bryter sbnder en
mangd data och Oversétter de ursprungliga vardena till medelvarden och avvikelser (dvs.
detaljerna) fran dessa medelvarden. Vissa av de resulterande wavel etkoefficienterna
motsvarar detaljernai datamangden, och om detaljerna & sma, kan de utelamnas utan att
avsevért paverka huvuddragen i dataméangden. |dén med ett troskelvarde hér &r att sétta ala
koefficienter, som &r lagre an ett visst troskelvarde, till noll. Koefficienterna anvands i
inverstransformationen som gors for att rekonstruera datamangden. Metoden &r alltsd, steg for
steg att:

1. Transformera signalen till waveletdomanen

2. "Troskelvérdera’, dvs. ta bort alla koefficienter under ett visst vérde

3. Inverstransformera signalen tillbaka till den ursprungliga doménen igen

Tekniken & bra att anvanda for brusreducering da brusreduceringen gors utan att ta bort de
skarpa konturerna. Resultatet blir en brusreducerad signal som fortfarande visar viktiga
detaljer. Bilden nedan visar ett diagram av en signal fore och efter brusreducering.

8 Amara Graps " An Introduction to Wavelets’ IEEE Computer Society 1995
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Den Oversta rutan visar den ursprungliga signalen & den undre visar signalen efter
brusreducering enligt metoden beskriven ovan.®

® Image: David Donoho, Stanford University, NMR data: Adrian Maudsley, VA Medical Center, San Francisco
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4 Bildkompression

4.1 Inledning, digitala bilder

Som ett anvandningsomrade for wavel ets namns ofta bildkomprimering. | det hér avsnittet
visas hur bilder representeras digitalt, hur de kan komprimeras med hjép av wavelets, och
vad fordelarna med wavelets & pa detta omrade.

4.2 Hur representerasbilder digitalt?

Digitala bilder kraver normalt relativt stor lagringskapacitet, och bilder i réformat blir snabbt
opraktiska att jobba med pa grund av sin storlek. For att komma runt detta problem anvander
man bildkomprimering.

En bild delas upp i ett rutnét, dér varje ruta kallas en pixel. | exemplet nedan (figur x) visas en
svartvit bild med fyra pixlar. Om gréskalan har 256 toner (28=256) bestams varje pixels
gréton av ett atta bitar 1angt binért tal. Detta innebér att det skulle krévas 4*8=16 bits for att
lagra denna bild, vilket inte & sa varst mycket kanske. Men sa fort bilden blir storre, eller
upplosningen (antalet pixlar per areaenhet) Okar, vaxer datamangden som kravs for att
representera bilden ganska kraftigt. En bild pa 1x1 tum och med en pixelstorlek pa 1/100 tum
(upplligswi ng 100dpi) skulle kréva 8* 100* 100=80.000 bitar. Och da &r det en pytteliten svartvit
bild.

11111111)00000000

Do0000D0O1311111311

Att representera fargbilder fungerar pa samma sitt som att ha flera svartvita bilder. Om rott
gront och blétt anvands som grundfarger sparar man en ” svartvit” bild déar grétonerna gar fran
vitt till rott, en dar de gar till gront och en dar de gér till blatt.

4.3 Hur kan bilder komprimeras?

For att komma runt problemet med de stora datamangder som krévs for att representera bilder
anvander man alltsa bildkomprimering. Att komprimera en bild innebar att man skalar bort
redundant information i bilden, for att pa sa sétt kunna representera den med en mindre
mangd data (farre antal bitar).

Det finns en uppg 6 olika komprimeringstekniker, med olika for- och nackdelar. Nar man talar
om waveletsi bildkomprimeringssammanhang anvander man transfor mationskodning, och
det & den teknik som beskrivs hér.

10 “|mage Compression Using Wavelets’, Karen Lees
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Kodning och avkodning foljer nedanstaende flodesschema
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1. DWT Genom att tolka originalbilden som en tvadimensionell signal, kan den
transformeras med en passande (diskret) wavel ettransform.

De wavel etkoefficienter som produceradesi steg ett kvantiseras. Detta
innebér att koefficienter under ett visst troskelvarde tolkas som noll, och
alltsa utesluts fran bildrepresentationen. Det & i kvantifieringssteget som
den storsta delen komprimeringen sker och dataméangden minskar.

De koefficienter som dverlevde kvantifieringen Huffmankodas, for att
minimera dataméangden ytterligare och for att komprimerade data bara

ska kunna tolkas pa ett st (se &ven nedan).

2. Kvantifiering

3. Huffmankodning

| datafilen som representerar den komprimerade bilden sparas &ven tabeller som krévs for att
kunna &terskapa bilden. **

4.3.1 DWT och kvantisering i detalj

Det forsta som hander nér en bild ska komprimeras &r att den tolkas som en tvadimensionell
signal, som sedan transformeras. Koefficienterna i transformationen kan sedan tolkas som en
representation av bilden. Anta att vi har en originalbild som representeras av koefficienterna
1,3,7,98, 8, 6, 2. Detta skulle kunna vara en liten och ganska gra bild.

Bilden kan komprimeras med en enkel men grov metod genom att medelvarden av de tal som
ligger bredvid varandra berdknas. Detta skulle resulterai representationen 2, 8, 8, 4; en
kompression av faktor tva, eftersom endast hélften sd mycket data krévs for att representera
bilden.

1 “How Wavelet/Scalar Quantization Works”, Christopher M. Brislawvn
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For att atergatill en okomprimerad bild kan varje siffra repeteras, vilket skulle ge sekvensen
2,2,8,8,8,8, 4, 4. Dettaskulle, precis som originalet, vara en ganska gra bild, men alla
detaljer har forsvunnit i och med komprimeringen.

For att mojliggora en perfekt atergang till originalet, kan information om hur mycket varje
siffra avviker fran dess motsvarighet i originalbilden laggastill. | exemplet ovan skulle
differenserna-1, -1, 0 och 2 ge information om hur mycket varje siffra avviker fran originalet
(2+(-1)=1, 2-(-1)=8, 8+(-1)=7, 8-(-1)=9 osv.; resultatet & som synes original sekvensen).
Genom att separera den grovt komprimerade (1aguppl 6sta) siffersekvensen fran
differenssekvensen har bilden nu delats upp i flera uppldsningar. Forst en lagupplést del och
sedan en detaljdel, som tillsammans med den |aguppl 6sta delen kan aterskapa original et
perfekt.

Detta ger ingen direkt komprimering, eftersom all information bara presenteras pa ett
annorlunda sétt. Daremot syns fordelarna tydligt vid en jdmforelse med hur de flesta digitala
bilder ser ut. | de flesta fall liknar nédmligen nérliggande pixlar varandra mycket — nastan ala
pixlar pahimlen &r bl, och néstan alla pixlar pa en grésmatta & grona. | och med att
detaljdelen innehdller just information om hur pixlar skiljer sig fran varandra kommer detta
att resulterai att detaljdelen innehdler manga nollor (eller tal néara noll, som kan avrundas till
noll), och dessatas bort vid kvantiseringen. Ju fler pixlar som liknar varandra, desto fler
element i detaljdelen kommer att kvantiseras bort. | en ”enkel” bild kan upp till hélften av
informationen (hela detaljdelen) tas bort utan att forsdmra bildkvalitén namnvart.

Hela processen kan upprepas tills dnskad filstorlek uppnétts eller tills detaljnivan nérmar sig
gransen for vad som &r tolererbart.*?

4.4 Kort om Huffmankodning

Dennatyp av kodning kallas entropikodning; man representerar vanligt férekommande data
med korta koder och mer ovanlig data med langre koder. En viktig egenskap hos
huffmankoden &r att den bara kan tolkas pa ett sétt.

| exemplet nedan visas hur strangen ”Hello, World!” kan Huffmankodas.

Tecken Antal forekomster Komprimerad

0010

0011

10

o|irim=x

11

0000

0001

0110

0111

0100

i G e DI

—|ol=[=

0101

Laser vi nu den komprimerade versionen av strangen far vi
0010 0011 10 10 11 0000 0001 0110 11 0111 10 0100 0101

12 «“Wavelets: Seeing the forest - and the trees”, Dana Mackenzie
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Denna strang kan bara tolkas pa ett stt. Vi ser att stréngen representeras av 42 bitar, vilket
kan jamforas med originalets storlek pa 13 tecken * 8 bitar/tecken = 104 bitar. Dock maste en
Overséttningstabell med information om vilka Huffmankoder som motsvarar vilka
originalkoder bifogas datafilen, vilket gor kodning av alltfér sma datamangder olamplig.:

45 Varfor anvanda wavelettransfor mering?

45.1 Narmareett manskligt 6ga

En stor férdel med wavelets &r att de automatiskt plockar ut samma egenskaper i en bild som
det manskliga 6gat. Efter wavel ettransformering och kvantisering finns de koefficienter kvar
som representerar stora skillnader i bilden, alltsa kanter och liknande. Den méanskliga hjarnan
fungerar pa samma sétt. En tecknare kan t.ex. med nagra fa streck snabbt géra en bra skiss av
ett objekt.

Om vi jamfor en komprimeringsmetod som baseras pa cosinustransformen och en som
baseras pa wavelettransform, kommer vi upptécka att cosinus- metoden far problem att
representera skarpa kanter och liknande, medan det & precis vad wavel et- metoden & bra pa.
En vanlig fouriertransform (som cosinustransformen & en utveckling av) kraver ju oandligt
manga komponenter for att representera en spik (frén t.ex. ett horn i bilden) i insignalen
perfekt. For att kunna representera spikar drar man helt enkelt en gréans for hur manga
koefficienter som ska anvandas, vilket kommer att forsdmra bildkvaliteten. Hos
wavelettransformen finns inte den typen av problem, eftersom det & mgjligt att valjaen
basfunktion som kan transformera kanter och liknande perfekt &en med fa koefficienter.

45.2 Slippablock i komprimerade bilder

Vid hard komprimering av bilder upptrader ofta block, och bilden féar samre kvalitet pa grund
av att blocken blir for stora och for tydliga.

Block upptréder for att komprimeringsmetoden som anvants delar upp originalbilden i
”underbilder” pa 8x8 till 64x64 pixlar. Varje underbild komprimeras sedan for sig.
Komprimeringsmetoder som anvander dennatyp av uppdelning generar ofta bilder med
tydliga rutor (block), né&r komprimeringsgraden okas.

De metoder som istédllet anvander wavelets delar inte in bilden i underbilder innan
transformationen utfors, vilket gor att fenomenet med block inte uppstar i bilden.

13 Huffman-kodning”, Bjarni Severin Juliusson
14 “Wavelets: Seeing the forest - and the trees’, Dana Mackenzie
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Har visas forst orlgl nalbilden, sedan en JPEG- version av bilden och sedan en JPEG-2000-

version (JPEG-2000 baseras pa wavelets). De bada komprimerade bilderna har komprimerats

med en faktor 220.
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