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Sammanfattning

Detta arbete beskriver hur en bild kan tolkas som en tvadimensionell digital signal, hur denna
signal Fouriertransformeras och hur transformen sedan kan visualiseras och tolkas. Filtrering
av bilder i frekvensdoménen beskrivs, och resultat for olika typer av filter ges. Det ges dven
exempel pa hur rorelseoskérpa eller dalig fokus kan korrigeras med invers filtrering.
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3 DISKRET FOURIERTRANSFORM I 2D

1 Introduktion

Inom bildbehandling &r filtrering ofta anvént. De vanligaste filtren gor bilden mjukare eller
hittar kanter i bilden. Sadana filter representeras ofta av en s.k. filterkdrna av storlek 3x3,
5x5, Tx7 etc. Filtreringen av bilden utférs som en tvadimensionell faltning med denna kérna.
En faltning i spatialdoménen representeras som bekant av en multiplikation i Fourierdoménen.
For stora kdrnor innebér detta att antalet berdkningar kan reduceras avsevért genom anvindandet
av den snabba Fouriertransformen. Detta ar ett séitt att arbeta med bilder i frekvensdoménen,
men man har ocksa stora mojligheter att skapa filter direkt i frekvensdoménen for att reducera
eller framhéva vissa frekvenser i bilden. Att anvénda invers filtrering (avfaltning) ar ett sétt
att skapa filter i frekvensdoménen for att t.ex. korrigera dalig fokusering eller rorelseoskérpa.

2 Digital representation av bilder

En tvadimensionell digital bild kan beskrivas av en diskret funktion f(x,y), dir = och y &r
pixelpositionerna och f(x,y) &r intensiteten i punkten.

Figur 1: En bild som diskret funktion.
En granivabild representeras ofta av 8-bitars heltal. Det betyder att 28 = 256 granivaer kan

visas, dar 0 betyder svart och 255 vitt. Fargbilder representeras pa ett liknande sitt, men dar
anvands flera lager for att representera olika spektralband (t.ex. RGB—modellen).

3 Diskret Fouriertransform i 2D

Den diskreta Fouriertransformen (DFT) av en bild f(z,y) samplad i M x N punkter &r
definierad som

M-1N-1
Flf @y = Fluo)= > 3 fla,y)e Gt %), (1)
z=0 y=0
diru=0,...,M —1ochv=0,...,N —1 ar diskreta frekvensvariabler. Frekvensen hér har

enheten 1/avstand till skillnad fran t.ex. ljudsignaler dér enheten #r 1/tid.



4 VISUALISERING

Originalbilden fas fran den inverterade DFT'n:

-1 — 1 — 2m +—y)
F [F(U,U)] - f M Z Z N, (2)
v=0

u=0
forxa =0,....M —1ochy=0,...,N —1.

Transformen F'(u,v) kallas fér funktionen f’s spektrum, och &r i det generella fallet komplex:

F(u,v) = Re[F(u,v)] + i Im[F(u, v)].
I polédra koordinater:
F(u,v) = |F(u,v)] "),

déar

|F(u,v)| = \/Re[F(u,v)]2 + Im[F (u, v)]2

och

o(u,v) = arctan (WM) .

Re[F(u,v)]

|F'(u,v)| kallas for amplitudspektrum och ¢(u,v) kallas for fasspektrum.

4 Visualisering

For att visualisera amplitudspektrum av en funktion som en bild anvinds ofta funktionen

D(u,v) = clog(1l + |F(u,v)|).

Dér ¢ ar en skalfaktor for att passa in funktionsvirdena till granivaskalan.

Man brukar ocksa gora ett skift for att fa origo i centrum, d.v.s. se till att laga frekvenser
hamnar i mitten av bilden. Man beréknar alltsa F(u — M/2,v — N/2). I figur 2 visas hur
amplitudspektrum kan visualiseras.



5 FILTRERING AV BILDER

(a) Original image (b) Magnitude function of DFT
(c) Magnitude function of shifted DFT d) Log-scaled magnitude function of shifted DFT

Figur 2: Exzempel pa hur amplitudspektrum kan visualiseras.

Nér det géller fasspektrumet sa dr det inte intuitivt hur det ska visualiseras. Det finns modeller
som utnyttjar en periodisk fiargskala for att representera fasen, se [4].

5 Filtrering av bilder

Filtrering av bilder i spatialdoménen anvinds ofta for att gora bilden mjukare eller for att
hitta kanter i bilden. Ett utsmetande 3 x 3 medelvéirdesfilter t.ex., beriknar medelvirdet av
varje pixel och dess 8 grannar. En illustration finns i figur 3.

1 1 1

1
X 1 1

9
1 1 1

Figur 3: Ett 3 x 3 medelvdrdesfilter.

Filtrering med medelvirdesfiltret ovan kan ses som en faltning av bilden f(z,y) med en
filterkdrna h(x,y) for att erhalla den resulterande bilden g(z,y). Faltningen &r:

9(z,y) = f(w,y) * h(z,y) = > Y fm,n)h(z —m, y —n) (3)
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Som bekant representeras en faltning i spatialdoménen av en multiplikation i frekvensdoménen:

G(u,v) = F(u,v) H(u,v). (4)

Detta ger mojligheten att berikna DFT'n av f(z,y) och h(x,y), multiplicera transformerna
och sedan inverstransformera for att erhalla resultatet g(z,y). For stora filterkidrnor &r detta
en effektiv algoritm om man kan anvénda den snabba Fouriertransformen (FFT).

En annan mojlighet dr att skapa filtret H(u,v) direkt i frekvensdoménen for att framhéva
eller reducera vissa frekvenser.

5.1 Invers filtrering

En bild som dr degraderad beroende pa t.ex. rorelseoskérpa eller dalig fokus kan tecknas
matematiskt med formeln

g(x’y) = f(l',y) * h(']:?y) + n(az,y),

dér h ar nagon olinjar funktion och n &r brus. I frekvendoménen fas:

G(u,v) = F(u,v)H (u,v) + N(u,v).

Genom att estimera H(u,v) med en matematisk modell kan ett filter skapas for att korrigera
degraderingen. Om estimatet #r H(u,v) ~ H(u,v) kan filtret definieras som H~'(u,v) vilket
resulterar i

F(u,v) ~ H Y(u,v) (G(u,v) — N(u,v)).

Manga ganger kan man bortse fran bruset IV, men ibland méste man gora ett estimat dven
av det.

For nagra specialfall kan degraderingsfunktionen H estimeras med ganska enkla matematiska
modeller. Oskérpa beroende pa en rorelse med konstant hastighet i z-riktningen kan beskrivas
i frekvensdoménen med funktionen

F(u, ) = sin(m)Tu)’
TUU
dér T &r exponeringstiden och v dr hastigheten. En degradering som beror pa dalig fokus

beskrivs av funktionen

ap
déir Jp &r forsta ordningens Besselfunktion, p? = u? + v? och a #r linsens forskjutning.

For dessa fall dr det relativt 1dtt att hitta ett bra estimat till degraderingsfunktionen, men
for en mer generell degradering &r det ett svart problem, se [2].
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5.2 Vanliga filtertyper

Det finns olika typer av filter, men de vanligaste ar lagpass- hogpass-, bandpass- och band-
stoppfilter. Aven s.k. notchfilter anvinds. Det vanligaste &r att man anviinder filter som endast
paverkar amplituden hos Fourierspektrumet, d.v.s. ingen fasvridning sker. Exempel pa hur
de olika typerna av filter ser ut i tva dimensioner finns i figur 4.

@ .
L

Figur 4: Till vinster ett idealt hdgpassfilter, i mitten ett idealt bandstoppfilter, och till hdger
ett idealt notchfilter.

<

Ett lagpassfilter producerar utjimnade bilder, medan hogpassfilter anvinds for att ta fram
snabba forédndringar i bilden (kanter).

Bandstoppfilter dampar frekvenser i ett band pa ett givet avstand fran origo. Denna typ av
filter anvénds ofta for brusreducering nér bruset bestar av kiinda frekvenser. Ett bandpassfilter
kan anvindas t.ex. for att extrahera bruset for separat analys.

Notchfilter anvéinds for att ddmpa frekvenser i en omgivning av centrumfrekvensen (ug, vg).
5.3 Realisering av filter

I figur 4 ar alla filter ideala. Ett idealt filter har virdet ett for frekvenser som ska sldappas
igenom, och noll for 6vrigt. I figur 5 ses ett endimensionellt idealt lagpassfilter och dess inversa
Fouriertransform. Ideal filtrering ger ringningseffekter p.g.a. de skarpa overgangarna mellan
frekvenserna.

(a) (b)
Figur 5: (a) visar ett endimensionellt idealt lagpassfilter och (b) dess inversa Fouriertransform.

For att undvika ringningseffekter anvéinder man approximationer av ideala filter istéllet. Van-
ligt 4r att anvinda forenklade versioner av Butterworthfilter som endast paverkar amplituden.
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Ett Butterworth lagpassfilter av ordning n, och med gransfrekvens pa avstandet pg fran origo
definieras av funktionen

HpwLp (P) = H—(pl/po)%’ (5)

dir p = Vu? + v2. Ju hogre grad n, desto mer liknar filtret ett idealt filter. Ett Butterworth
hogpassfilter definieras av funktionen Hpwup(p) = 1 — Hewrp(p).

Den definition av Butterworthfilter som ges hér dr himtad fran [1] och skiljer sig fran defini-
tionen i [3]. Ekvation (5) beskriver egentligen den kvadrerade frekvensgangen hos ett Butter-
worthfilter, men dr det som anvéinds inom bildbehandlingen enligt [1].

I figur 6 syns ett endimensionellt Butterworth lagpassfilter och dess inversa Fouriertransform.
Ringningarna dr borta p.g.a. filtrets mjuka évergang mellan laga och héga frekvenser.

G N

(a) (b)

Figur 6: (a) visar ett endimensionellt Butterworth lagpassfilter och (b) dess inversa Fourier-
transform.

Ett Butterworth bandpassfilter av ordning n och bandbredd W definieras av funktionen
1
dér pg ar avstandet till bandets centrum. Motsvarande bandstoppfilter definieras av funktio-

nen HBWBS(P) =1- HBWBP(p)'
Ett notchfilter av grad n centrerat i punkten (ug,vg) definieras av funktionen

Hpwpp(p) = (6)

1

D1 (u,v) D2 (u,v))n’ (7)
Dg

Hpwnp (u,v) =
14 (

dér Dy &r den lokala griansfrekvensen och

Di(u,v) = /(u—u0)? + (v — )2,

Do(u,v) = v/(u +u0)% + (v + v9)2.

I figur 7 visas ytplottar pa nagra av filtren ovan.
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(a) Lagpassfilter. (b) Bandstoppfilter.

(c) Notchfilter.

Figur 7: Ytplottar pa Butterworthfilter.
6 Implementation i Matlab

Nagra av filtren har skapats i Matlab och anvénts for att filtrera ett antal testbilder. Forst
jamfordes resultaten av ett idealt lagpassfilter och ett motsvarande Butterworthfilter. Origi-

nalbilden #r av storlek 512 x 512 och grinsfrekvensen ligger pa avstandet py = 512/16 fran
origo. Se resultat i figur 8

l

(a) Originalbild.

(c) Idealt Iagpassfilter.

(b) DFT av (a).

(e) Butterworth lagpassfilter. (f) Resultat av filtrering med (e).

Figur 8: Jamforelse av lagpassfiltrering med ett idealt lagpassfilter och ett motsvarande But-
terworthfilter. Ringningseffekterna dr patagliga i (d).

Ett Butterworth hogpassfilter implementerades ocksa for att testas pa samma bild som i
figur 8. Grinsfrekvensen ligger pa avstandet py = 512/8. Se resultat i figur 9.
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(a) Butterworth hogpassfilter. (b) Resultat av filtrering med (a).

Figur 9: Hégpassfiltrering med Butterworthfilter. Filtreringen framhdver kanterna i bilden.

For att undersoka hur brus kan reduceras genom filtrering i frekvensdoménen genererades
en testbild med kraftigt brus bestdende till storsta del av tva frekvenser. Figur 10 visar hur
sadant brus kan reduceras genom att anvinda tva notchfilter. SNR i testbilden &r ca -9 dB.
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(a) Brusbild. (b) DFT av (a). (c) Filter 1.

(d) Filter 2. (e) Resultat
av filtrering
(och kon-
trastforstirkning).

Figur 10: Resultat av filtrering med Butterworth notchfilter.

7 Sammanfattning

Arbetet har visat hur bilder kan behandlas i frekvensdoménen genom att anvinda den diskreta
Fouriertransformen. Det har givits exempel pa hur Fourierspektrumet kan visualiseras och hur
man med ganska enkla filter kan fa goda resultat vid filtrering i frekvensdoménen.
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