1 Repetitions- och kontrollfragor. Forelasning 2

1. Blandat, linjar algebra. Visa att

(a) inversen till en symmetrisk matris r symmetrisk

(b) for en godtycklig reell matris A géller att produkterna AAT och ATA #r sym-
metriska.

(c) matrisen AAT #r positivt semidefinit. (En matris ir positivt semidefinit om
xT Ax > 0 for alla x.)

(d) om x;,i=1,2,...,N &r kolumnerna i matrisen X sa galler att

N
XXT = E xixZT
i=1

2. Derivator av funktioner m.a.p. vektorer och matriser kan defieras pa manga sitt. Ett
sitt som ar anvindbart i vissa sammanhang ar den sorts derivata som betecknas g—)’;,

dar f ar en skaldr och X ar en vektor eller matris. Anta att X &r en m X n matris.

Definitionen av g—){[ ar da
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dvs de partiella derivatorna sétts in en matris av samma dimension som X. Verifiera
att nedanstaende deriveringsregler giller genom att betrakta ett element (i, j) i derivat-

matrisen.
(a) om f = xTx = |[x|?, sa
of
a—x =2x
(b) om f=XTX = tr(XTX), s&
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(c) om f=xTAx+bTx, s&
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(d) om f =tr(XTAX) +tr(BTX), si
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I uppgift 2 (c), Visa dessutom att Hessianen ges av AT + A.

Den stokastiska variabeln z kan endast anta virdena {1,2,3,7,11} med de respektive
sannolikheterna, P = 0.05,0.1,0.2,0.4,0.25. Berdkna vantevardet och variansen for x.

Lat x vara en stokastisk variabel som &r likformigt férdelad i intervallet [—1, 1]. Berdkna
vantevirdet och variansen av z.

Berdkna vantevardet och kovariansmatrisen for den tvadimensionella stokastiska vari-
abeln x = [21,22]7 d& x #r likformigt fordelad i kvadraten —1 < z; < 1,0 < 25 < 2.

Lat x vara en vektorvird stokastisk variabel och 1t A = (a; a; ... a,,) vara en
kdnd matris. Vénteviardet av en vektor- eller matrisvird variabel fas genom att ta
vantevirdet av varje ingaende komponent. Vidare giller att vinteviardesoperatorn ar
linjar. Utnyttja detta for att visa att

(a) Ela;z;] = a; Elz;].

(b) E[Ax] = AE[x].

(c) ExTAT] = E[x]TAT.

(d) E[AxxTAT] = AE[xxT]AT.

. Lat x och y vara kontinuerliga skaldrer och x och y &r kontinuerliga vektorer. Vidare

ar a en diskret variabel. Skriv ut produktregeln (med korrekt val av P och p beroende
pa om faktorn dr en sannolikhet eller en téthetsfunktion) i fallen:

(a) p(y,x)

(b) p(a,z)

(c) pa,x|y)

(d) p(y,x|a)

(e) p(x,a) d& a och x ar oberoende.

(f) Lat dim(x) = d. Utveckla m.h.a. produktregeln p(x) i en produkt av d st.
faktorer.

. Harled Bayes sats fran produktregeln.

Tillaimpningar av summaregeln. Summaregeln {6r uteslutande utsagor (eller hindelser),
A och B siger att P(Aeller B) = P(A) + P(B). Vi kan dessutom generalisera
denna regel till att P(A eller B|C) = P(A|C) + P(B|C). Anta att du har ett MI-
problem med tva klasser, C; och (5, vilka genererar monster som bestar av tva
bindra komponenter, z och y. Vi infér beteckningarna Pyo = P(z = 0,y = 0|C}),
P01 = P(JI = O,y = 1|Cl), PlO = P(JI = ].,y = 0|Cl) och Pll = P(.’L‘ = ].,y = 1|Cl),
samt Qoo = P(z = 0,y = 0|C2), Qo1 = P(z =0,y = 1{C2), Q10 = P(z = 1,y = 0|C%)
och Q11 = P(z =1,y = 1|C5). Uttryck foljande sannolikheter i ovanstaende P och @
samt a priori sannolikheterna P(C1) och P(Cs):

(a) P(Cile =1,y =0)
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(b) P(z =1|C)
(¢) P(Cilz=1)

Utnyttja definitionen av vintevirde for att visa att om z och y ar oberoende sa giller
att E[zy] = E[z]E[y].

Om E[(z —mg)(y —my)] = 0 for tva stokastiska variabler z och y dar m, = E[z] and
my = Ely], sdger vi att « och y ar okorrelerade. Visa att om = och y har vintevérde
noll och &r normalférdelade samt okorrelerade s dr de ocksa oberoende.

Visa (girna m.h.a en figur) att « och y ar okorrelerade men diremot inte oberoende
om den simultana tathetsfunktionen p(z,y) ar % pé enhetscirkeln och noll utanfor.

Visa utgaende fran definitionen av en kovariansmatris att den ar

(a) Symmetrisk
(b) Positivt (semi-) definit.



