Uppgifter Rakneovning 1

1. Parameterskattning. Anta att dataméngden X = {z1,...,zn} (obs: xy &r skaldr) &r
slumptal dragna frin en normalférdelning med oként vintevirde m och varians o2.

(a) Harled Maximum-likelihood (ML) skattningen av m. (Anta att exemplen &r
oberoende = p(X|m) = p(x1|m)p(za|m)...p(zNn|m).)

(b) Anta att a priori-fordelningen f6r m dr Gaussisk med véntevérde mg och varians
o3.! Hirled maximum a posteriori (MAP) skattningen av m.

2. Upprepa uppgift 1 (a) och (b) under generaliseringen att X' = {x1,...,xx}, dvs exem-
plen dr vektorer istallet for skaldrer. Anta x ~ N(m, C) och m ~ N(myg, Cp) (i MAP
skattningen).

3. Algoritm f6r uppdatering av parametrarna i Gaussiska mixturer. Anta att vi har en
dataméngd, X = {x1,...,xn}, dir exemplen dragits fran Gaussisk mixtur med M st
komponenter:

M
p(ane) = ZP(Xn|mm, Cm)Pn, (1)

dar méngden § = {m,,...,mg, Cy,...,Cp, P, ..., Py } representerar de samlade okénda
parameterarna. PDFen {or den mte komponenten, p(x|m,,, C,,), ges av

1 1 .
p(lem, Cm) = Wemp <—§(X — mm)TCm (X — mm)) (2)

dar d = dim(x).

(a) Visa att ML-skattning av véntevirdesvektorerna, my,...,mys, leder till att vi
behover 16sa ekvationssystemet

. = Zn P(k[xn)xn
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for k=1,..., M dar P(k|x,) i sin tur ges av:
ny, Cr) P,
Plklxn) = o i OB, (4
> m=1 P(Xn |0, Cp) Py
(b) P& liknande siitt, visa att foljande ekvationer méste vara uppfyllda for Cj:

A Zn P(k|xn)(x, — my)(x, — ﬁlk)T

Ci, = (5)
>om P(k|Xm)
4. EM-algoritmen f6r identifiering av Gaussmixturer och KMC-algoritmen har vissa likheter.

Genom att fixera kovariansmatriserna till C; = ... = Cy; = I, fixera P, = ... = Py =

1/M samt gora vissa lampliga approximationer av P(k|x,) i ekv. (4) sa blir EM-
algoritmen identisk med KMC. Vilka approximationer handlar det om?

Denna a priori-fordelning kan tex baseras pa en tidigare skattning med en annan datamingd.



. Visa att bade Histogramskattning och kirnskattning (Parzen windows) ger PDF-
skattningar som alltid integrerar till 1.

. Visa att PDF-skattning m.h.a Gauss-mixtur alltid integrerar till 1.

. Visa med ett enkelt exempel att PDF-skattningar erhallna med KNN inte integrerar
till 1.

. Sannolikhet sett som ett vintevirde. En sannolikhet kan ses som ett vintevirde av
en s.k. indikatorfunktion. FoOr att illustrera detta betrakta ett tva klass-problem
med klasserna C; och Cs. Lat t(x) vara en indikatorvariabel som antar vérdet “1” om
monstret dragits fran C; och “0” om det dragits fran C5. Vi kan se ¢ som en stokastisk
variabel som beror av x.

(a) Utga fran definitionen pa véntevirde for att visa att E[t] = P(C1).

(b) Pa liknande sétt, visa att E[¢|x] = P(Cy|x)

. Forberedelse for modellparameterskattning. Betrakta den enkla modellen

Y =Wz + ey, (6)

dér e, antas vara normalférdelad, e, ~ N(0,07). Anta att vi har en a priori nor-
malférdelning pa vikten w, w ~ N(0,02). Var dataméingd bestar av'Y = (y1,¥2, .-, YN)
samt=X(x1, xa,...,2n) (X och Y dr radvektorer) . Vilka &r ML respektive MAP skat-
tningarna av w? Visa dessutom att ML skattningen erhalls som ett specialfall av MAP
skattningen d& o2, — oo.



