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1 ML-skattning av vantevardesvektor i en normalfordel-
ning

Vi antar att vi har ett antal x som ar dragna oberoende fran varandra fran en multivariat
normalférdelning med okénd vintevardesvektor, m, och inverterbar (och kénd) kovarians-
matris C. Vi ska hér se hur vi ska ta fram en bra skattning av m.

Lat X beteckna var mingd med N st. exempel, dvs X = {x1,..,xy}. Om x,, ar
normalférdelad x ~ N (m, C) sa har den tathetsfunktionen

1 1 1
p(xp/m,C) = W exp (—5 (xn — m)T C (xn— m)) (1)

Per definition ges ML-skattningen av

m )y, = argmax p(X|m, C) = argmax p(xy, ..., xn|m, C) = arg max H p(x,|m,C) (2)
m m m ne1
Den sista likheten fas pga av att exemplen dr oberoende. Observera att vi ser p(X'|m, C) =
p(X1,...,xny|m, C) som en funktion av m. Vektorerna xi,...,xy ar ddremot fixa.
Da vi endast dr intresserade av vilken vektor m som maximerar p(X|m, C) sa kan vi
lika girna soka den vektor som minimerar negativa logaritmen samt bortse fran eventuella
termer som inte beror av m. Efter férenkling av — In p(x,|m, C) far vi

N
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My, = argmin nE_l (xn —m)’ C7" (x, — m) (3)
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For minimat till J(m) géller att 52 = 0. Vi utvecklar férst J som
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Gradienten finner vi sen enkelt genom att utnyttja vara deriveringsregler for vektorut-
tryck: (Observera att vi kan skriva, mest som en hjilp fér minnet, tex xC™'m = tr(xZC~'m).)
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dir C~7 betyder transponatet av inversen. Pga att C ir symmetrisk #r dven C~! sym-

metrisk och dirfor giller alltsd att C~7 = C~1.

Loser vi 22 = 0 s far vi till slut

LN
myy, = N Z Xn, (6)
n=1

dvs det gamla hederliga medelvéirdet. Notera f.6. att 16sningen inte beror av C.

2 MAP-skattning

Om vi har en a priori-fordelning fér m som dr Gaussisk med véntevirde mg och kovarians-
matris C,,, dvs

plm) = a7 oo~ (m = m0)” O (m = ) ) ™

sa gar det efter en stunds rdknande att visa att MAP-skattningen av m ges av

N
IilMAp = (_ZVC:f1 + Cj;nl)_1 (Cl Z X, + C0m0> (8)

n=1
Vi kan se flera samband med ML-skattningen:

e Lat N — oo, dvs antalet exempel vixer mot odndligheten. Vi kan skriva om MAP-
skattningen ovan som

1 - 1 & 1
l’i’lMAp = (C_l + NC;}) (C_1N an + NCQI’HQ)
n=1

—(C™) 7 (C i) =t

9)

Alltsa, MAP- och ML-skattningarna &r asymptotiskt identiska da antalet exempel
vaxer mot oandligheten.

e Om C,, #r ”stor”!, alternativt, C &r ”liten”, sd kan MAP- och ML-skattningarna vara

mycket néira varandra. Tex, sitt C,, = 02,1, dir I &r enhetsmatrisen och o2, &r ett

1T detta sammanhang betyder detta att matrisens egenvirden alla ir stora



stort tal. Vi far da aterigen

1 - 1 1
mpap = (Cl + Ncml> (Clﬁ E Xp + NCOmO>
n=1
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