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1 Uppdelningen av J i Bias? och Variance.
Vi antar féljande modell fér sambandet mellan z och ¢:
t(x) = hiz) +e (1)

dér e dr en brusterm med vinteviirde noll och varians o2 och dér h(x) #r nagon, for oss okiind, funktion som
vi dr intresserade att skatta. Vi vill alltsd kunna skapa en funktion som imiterar h(z) baserat pa traningsdata
X ={z1,t1,...,zN,tn}. For detta dandamal ansétter vi en modellfunktion g(z, w) dir w star for en samling
modellparametrar. Vi vet att det bésta valet av g(x, w) dr g(x,w) = E[t|z], dvs det betingade vintevirdet
av t. Detta ar den s.k. regressionsfunktionen.

Det vi vill minimera ér det totala forviintade kvadratfelet J = E[(g(z, W) —t)?] dér vi ska ta vinteviirdet
over bade t och x. Vi kan gora féljande uppdelning av J:

J = E[(g(z,w) — t)*] = B[(9(z, W) — (2))*] + 0% = Jmodeu + 0, (2)

Den sista termen dr konstant och dérfér oberoende av trianingsméngder och eventuella instéllningar av
parametrar. Uppenbarligen sitter den en gréins for hur bra vi kan skatta ¢, baserat pa x. Detta bor stimma
med intuitionen eftersom det den bista skattningen av ¢ vi rimligtvis kan géra ér t(x) = h(x). I detta fall
far vi ett fel som #r #(x) — h(z) = e och i medeltal far vi forstas kvadratfelet E[e?] = o2.

Det vi kan paverka, och som darfér &r mer intressant for var del, dr den férsta termen, J,,04e11- Notera
att de skattade parametrarna hela tiden erhalls m.h.a. av trdningsdata vilka vi betraktar som stokastiska
(vi “drar” vara tréningsexempel fran en férdelning med PDF p(t,z)). Det fel mellan g(x, w) och h(z) vi far
beror alltsa dels pa bruset, e, och dels pa vilken realisering av traningsméngden vi far.

Pa liknande sétt som ovan kan vi dela upp den forsta termen ytterligare.

Jmodenn = E[(g(x, W) — h(z))?] = { ligg-till-och-dra-ifran-tricket } =
E[(g(x, ) — Exlg(z, %)] + Exlg(x, %)] — h(x))"] = ®3)
E[(Bxlg(x, %)] - g(z, %)) + 2 (Ex[g(z,W)] = g(z, W)) (Ex[g(z, %)] = h(2)) + (Ex[g(z,W)] = h(z))’]

Véantevirdet Ex[g(xz, W)] dr ett vintevirde m.a.p traningsdataméngden, X'. Vi ténker oss ett scenario dar
vi upprepade ganger far utféra var parameterinstéllning for nya realiseringar av tréningsdata. Varje sadan
traningsméngd ger upphov till en parametervektorskattning, w och vart skattade funktionsvérde for ett visst
2 blir for just denna traningsméingd g(z, w). Tar vi medelvirdet 6ver manga sddan tdnkbara triningsméngder
s& far vi till slut en medelapproximation Ex[g(z, W)].

Bidraget fran korstermen, 2 (Ex[g(z, W)] — g(z,W)) (Ex[g(z, W) visar sig forsvinna® och kvar blir endast

Tmodaen = El(g(w, W) = h(x))’] = E[(Ex[g(z, W)] = g(2,W))’] + E[(Ex[g(z, W)] = h(z))’]

= Bias® + Variance

(4)

Den forsta termen ska vi tolka som den del av det férvintade totala kvadratfelet som kommer sig av att
vi har en modell som inte klarar av att realisera funktionen h(x). Exempelvis kan det bero pé att vi férsoker

L Analysen #r ganska omstindlig och uteldmnas dérfor.



approximera ett polynom, h(z), som i praktiken har ett hégt ordningstal m.h.a ett polynom, g(-), med ett
ldgre ordningstal. Ett annat exempel kan vara att g(z, w) star for en flerlagerperceptron.? Ju férre neuroner
desto mindre mojligheter att konstruera komplicerade funktioner.

Den andra termen illustrerar det faktum att &ven variationer kring funktionsmedelvirdet Ex|[g(z, W)] ger
ett bidrag till det totala felet. Alltsa, vi kan mycket vél tdnka oss att vi har lyckats hitta en modellstruktur
for g(z, w) sddan att vi for ett givet antal trdningsexempel kan férvinta oss att géra en perfekt skattning av
h(zx) i medeltal, men att variationerna kring detta medelvirde ar alltfor stora f6r att vi ska kunna lita pa en
enstaka skattning.

P& samma sétt kan man ténka sig att vi har valt en modellordning (antal neuroner, antal polynomkoeffi-
cienter) som vid upprepade triningar med ett givet antal triningsexempel tenderar att ge oss vildigt stabila
parametervirden, och darfér dven 1ag varians i var skattning g(z, W), dvs Variance ar liten. Sjélvklart maste
#ven Bias? vara lag om det totala felet J ska kunna vara lag. Extremfallet har vi da vi helt bortser ifran
data vid var skattning av parametrarna och sitter dessa till samma virden hela tiden. Detta innebar att
Variance = 0!. Vi har dock ingen anledning att tro att detta skulle vara en bra metod. Bias? kommer med
storsta sannolikhet att vara mycket stor i detta fall.

2 Regularisering

Det sistndmnda extremfallet som visade hur man enkelt kan fa termen Variance till att vara noll ger vissa
ide’er om hur man kan fa ner denna term, fast pa ett kanske nagot mer nyanserat och genomténkt sitt. Vi
har tidigare i kursen tagit upp skillnaden mellan ML-skattningar och MAP-skattningar. En MAP-skattning
tar i viss man hénsyn till information som inte direkt finns i tradningsmingden. Exemplet med att sétta
alla parametrar till en forutbestdmd konstant skulle hér alltsd vara ett extremfall av MAP-skattning dér vi
later var a priori-information dominera totalt Gver vara observationer. Fordelen med detta angreppssitt var
att fa ned Variance.

Lat oss vara lite mindre hardnackade och lata tréningsdata spela in nagot mer i var skattning. Rimligtvis
bér vi da kunna minska Bias? pa viss bekostnad av 6kad Variance. Helst skulle vi vilja finna den prior som
ger den bista avvigningen mellan Bias? och Variance. Hur detta gar till #ir definitivt ett svart problem.
An sa linge kanske det kan ricka med att inse att det bor existera en sadan prior.

3 Validering

Vart problem ar att, baserat pa vara trdningsdata, finna en modellstruktur med goda generaliseringsegen-
skaper, dvs en modellstruktur som ger ett minimalt viirde pa J = E[(g(x, W) —t)?] = Bias® +Variance+o>.
Om vi vi kunde, pa nat sitt, estimera J sa vore vi i hamn. D& kunde vi helt sonika berdkna J for vara olika
alternativa modelstruktrurer (polynom av olika ordningar, MLP:er med olika antal noder etc) och vilja den
modellordning ser ger ligsta virdet pa J.

Ett sitt® att mita J = E[(g(x, W) — t)?] = Bias®> + Variance + o> vore att generera en mycket stor
méangd par av nya dataméngder. Varje par innehaller dels en tréaningsméangd och en s.k. valideringsmangd.
Den senare betecknar vi nedan med hjilp av tilde-tecknet.
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Varje traningsmangd, X; ger en skattning w;. For att skatta J kan vi nu medelvirdesbilda 6ver bade w;

2z star som vanligt for insignal och w representerar vikterna. Antaltet vikter beror pa vilken struktur vi har valt hos var
MLP. Ju fler neuroner desto fler vikter.
3Som tyvirr i de flesta situationer dr orealistisk och t.0.m. meningslost



och exemplen i X;:
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Tyvérr dr denna teknik meningslés annat dn mojligtvis illustrationsindamal (som i labben). Vi kan dock
gora en (grov) skattning av J, baserat pa endast en dataméngd X. Denna teknik, som med ett samlingsnamn
kallas validering, kan utféras pa nat av féljande sétt:

e “Hold out”. Vi avdelar en del av tréningsmingden for validering. Dela alltsa upp &' i tva delar: Xypqin
och X,,. Skatta w baserat pa exempel i Xjqin Och estimera J mha X, via:

1

val

J=

> (glan, W) — tn)? (7)

Tn €EXyal

e Korsvalidering. Dela in X' 1 S st (icke 6verlappande) delméngder A, ..., Xs.
Lat Xy = {X, As, ..., Xj_1, Xjja, ..., Xs}, dvs den dataméngd vi far genom att ta bort X; fran X.
Berdkna w; med hjélp av Xj;. Berdkna

1 -
Jj = F Z (g(.’l?n,Wj) - tn)2 (8)
J $n€Xjr
och skatta till slut J med s
~ 1
J=5 > (9)
j=1

Fordelen med den sista metoden dr att vi kan fa ner variansen i skattningen av J och dérigenom fa ett
battre beslutsunderlag vid val av optimal modellsturktur. Anta, rent hypotetiskt, att J; och J; for ¢ # j
vore statistiskt oberoende?. Da skulle gilla att variansen var(J) = var(J;)/S. Vi skulle alltsa kunna fa
en stabilare skattning av J genom att “troska igenom” data pa detta sdtt. Specialfallet da S = N déar
N #r antalet triningsdata i X kallas for “leave-one-out”®. Den uppenbara nackdelen &r forstas att antalet
berdkningar okar. I stéllet for en skattning av w, berdknar vi S st skattningar.

4Detta kan de rimligtvis inte vara eftersom de har riknats fram till stor del baserat pa samma data.
5Gar dven under namnet “Jack knife estimation”



