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Problem #1 (6p=3p+2p+1p)
Antag att sannolikhetstéthetsfunktionerna for tva lika troliga klasser wjoch wo
ges av

1/9 om 1<x; <4 och 1<my <4
p(xlwr) = 0 annars

och
(x|ws) = 1 om 2<x; <3 och 2<25<3
P 770 annars

a) Rita beslutsgrianser for den optimala klassificerare som minimerar antalet klas-
sificeringsfel(i medeltal).

b) Bestdm den optimala klassificerare som minimerar antalet klassificeringfel (i
medeltal).

c) Berikna klassificeringsfelet for den optimala klassificeraren som minimerar an-
talet klassificeringsfel(i medeltal).

Problem #2 (6p=3p+2p+1p)

a) Civ har 40 designexempel och vill bygga en linjér regressionsmodell. Hon byg-
ger med hjalp av OLS tva olika modeller, en med hjilp av de 20 férsta exemplen,
en annan med hjélp av de 20 sista. Modellerna blir dock helt olika! Ge en trolig
forklaring till detta fenomen och ge forslag pa tvd metoder som kanske kan 16sa
detta problem. Forklara ocksd med négra f meningar varfor dessa tva metoder
troligen &r béttre an OLS i detta fall.

b) Forklara hur man stegvis designar en linjar klassificerare med hjélp av av min-
sta kvadratmetoden. Antag att de tva klasser som man férséker designa en linjar



klassificerare for ar linjart separabla. Varfor &r det troligen battre att anvénda
perceptronregeln (istéllet for minsta kvadratmetoden) i detta fall?

c) Motivera med hjélp av en figur ekvationen for ett hyperplan med normalvektor
n som passerar genom punkten x,,.

Problem #3 (6p=3p+2p+1p)

Antag att N fyrdimensionella vektorer x;,7 = 1,2, 3, ... ska éverforas via en smal-
bandig teleledning. P3 grund av den begrinsad kapaciteten maste varje vektor
reduceras till tva (reella) tal innan Gverforing (vi bortser hér fran problemet med
binér representation av rella tal). Med hjélp av ett antal designexempel estimeras
kovariansmatrisen for de fyrdimensionella vektorerna och resultatet dr egenvek-
torerna w; = [0.78, —0.61,0,0]”, wo = [0.61,0.78,0,0]7, w3 = [0,0,1,0]” och
wy = [0,0,0,1]” med egenviirden \; = 0.44, Ao = 4.56, A3 = 4.0, \y = 1.0. OBS!
Egenvektorerna &r inte ordnade efter storleken pa egenvérdenal

a) Antag att den vektorn x = [1,0,1,0]7 star pa tur att éverforas. Bestdm de
tva tal som far representera vektorn x vid Overféringen sa att rekonstruktionen
pa mottagarsidan (ddr man har tillgdng till alla egenvektorer och egenvérden).
blir s& bra som mojligt (i minsta kvadratmening). Bestdm ocksd hur den rekon-
struerade vektorn x kommer att se ut pd mottagarsidan. Bestdm till sist ocksa
kvadraten pa rekonstruktionsfelet: ||x — %||? fér denna vektor.

b) Forklara med hjélp av storleken pé egenvirdena varfor det ar véntat att rekon-
struktionen i deluppgift a) blev s dalig. Forklara ocks& varfor resultatet inte
skulle bli speciellt bra dven om man tillater att tre istéllet for tva tal far dverforas
for varje bild.

c¢) Varfor kan man (under antagande om normalférdeling) pésté att det ar gan-
ska ovéntat att man ska observera vektorn x = [1,0, 1, O]T dvs att denna vektor
néstan kan betraktas som en outlier?

Problem #4 (6p=3p+2p+1p)

Antag att vi har en diskret férdelning dir data genereras med samma sannolikhet
fran fyra olika punkter. Studera de tva fallen I: punkterna ar (1,1), (2,2), (-1,-1)
och (-2,-2) och II: punkterna &r (1,-1), (2,2), (-1,1) och (-2,-2).

a) Rita forst tva figurer dér punkterna for respektive (punkt-)fordelning &r utri-
tade och bestdm fordelningarnas vinteviarden och kovariansmatriser.

b) Bestdm egenvektorer till respektive kovariansmatris och normaliserade egen-
vektorerna i figuren fran deluppgift a). Uttryck sedan de fyra diskreta punkterna
i den nya basen som utgors av egenvektorerna.

c¢) Plocka bort den komponent som svarar mot minsta egenvirdet. Bestdm felet
man gor d3 man representerar data endast med hjilp av den kvarvarande egen-
vektorn i fallen I och II.



Problem #05 (6p—2p+2p+2p)

Léangs en avligsen vdg har Vigverket satt upp en métstation som méter vind-
hastighet v och vagtemperatur T'. Tyvérr har radioldnken blivit feldimensionerad
och kan endast 6verféra hilften av den tédnkta dataméngden. Istillet for att méta
hélften sé ofta frdgar man om du skulle kunna “sétta ihop ndgon smart grunka”
som kan komprimera datamingden till h&lften utan att felet blir alltfor stort. Du
bestdmmer dig for att forséka med PCA och Karhunen-Loeve-transformen. Din
kompis Civ har precis gatt en kurs i Meteorologi och vet att man kan anta att
storheterna &dr normalférdelade kring ett vintevidrde som &r dygns- och sédsongs-
beroende. Civ har ocksd skattat normalférdelningarna och kovariansen mellan v
och T samt sammanstéllt en vinteviardestabell at dig fran vigverkets “Meteorol-
ogiska data lings avlagsna vigar -98”.

Cov[v,v]=r, =5, CovlI\T)=rr=2
Cov[v,T| = ryr =2

1. Berdkna K-L-expansionen, d v s visa hur v och T kan uttryckas meh hjilp
av egenvektorerna till kovariansmatisen.

2. Bestdam transformationerna fér komprimering resp rekonstruktion. Hur stort
blir det kvadratiska felet (i medel)?

3. Vid ett tillfdlle uppmaéttes vindstyrkan 2.1 m/s och temperaturen 7.1 °C.
Véntevirdena var vid denna tidpunkt 2.55 m/s resp 6.2 °C. Visa tydligt hur
denna mitning komprimeras och rekonstrueras. Hur stort blir rekonstruk-
tionsfelet (MSE)? Rita en figur!

Problem #6 (6p=2p+2p+2p)

Du skall konstruera en klassificerare som kan skilja p& objekt som &r lika vanliga
och héarror fran tva olika klasser (c; och c2). For detta dndamal har du tillgdng
till sensorer som méter tva virden per objekt och du vet att métsignalerna &r
normalfordelade.

1. Ange a priori-sannolikheten for respektive klass.
2. Berékna diskrimantfunktionen for respektive klass.

3. Vilken ekvation beskriver den optimala beslutsytan? Skriv pa formen

x'Ax+bTx +c=0 (1)



4. Anvind f6ljande vintevdrden och kovariansmatriser

u1=<§>, u2=<g>, 2=21=22=%<_53 _53> (2)

Berédkna den optimala beslutsytan och ange den explicit i de ingdende vari-
ablerna (7 och zy eller z och y). Vilken geometrisk form har den? Rita
noggrannt en figur dér bl a niviytor och beslutsytor ingér med korrekta
skalor. Kovariansmatrisen Y har féljande egenvirden och egenvektorer

1 1 1 1
)\1:4, )\2:1, V1:E<_1>, V2:E<l> (3)

Problem #7 (6p)

Antag att monster x genereras fran en Gaussian mixture (Gaussisk mixtur),

J
f(x|w) :ZP f(x|cj, wj)
j=1

a) Beskriv en algoritm i form av ett antal punkter eller i form av pseudokod som
visar hur man genererar exempel fran en sddan fordelning. Du kan anta att du
har tillgang till en slumpgenerator och till en funktion gauss(m, C') som genererar
ett exempel fradn en normalférdelning med medelvirde m och kovariansmatris C.
b) Vid ett experiment dér 10 monster genererades visade det sig att alla exempel
genererades fran samma normalférdelning f(x|c;, w;). Hur stor dr sannolikheten
for denna hindelse?

c) Exempel genereras med samma sannolikhet frn tv& normalférdelningar med
medelvarden +1 och —1, badda har variansen ett. Berdkna felsannoliheten for en
klassificerare som har beslutsgréns vid 0.1. Ledning: Utnyttja tabell for att berdk-
na aktuell integral.

Problem #8 (6p=3p+3p)

Vid ett klassificeringsproblem visade sig monstervektorernas komponenter x;, (i =
1,2,...,N) vara helt statistiskt oberoende. Vidare var de bindra dvs x; = 1 eller
x; = 0. Monstren tillhorde alltid en av tva klasser ¢; och cy. a) Visa att en
diskriminantfunktion som minimerar antalet felklasssningar ar

N

= Z log P(xk|c;) + logP(c;)
k=1



dir x = [x1, 22, ...,xn]T och P(wzg|c;) betecknar den betingade sannolikheten att
erhalla komponent z; d& data genereras fran klass ¢;. P(c¢;) dr sannolikheten att
data genererats fran klass c;.

b) Antag att

- DPE1 da T =
P(xgler) = { g daxp =0 (dvs g = 1 — pr1)

. D2 da Tl = 1
P(xgleg) = { Gr2 a2, =0 (dvs gro = 1 — pra)

for k =1,2,..., N. Visa att diskriminantfunktionen g¢;(x) kan skrivas som en linjar
funktion av komponenterna x dvs att det finns en linjér diskriminantfuntion som
kan anvindas for optimal klassificering. Ledning: Uttryck forst varje P(xk|c) pa
formen P(zy|c) = p*@)¢b@) dir a(x) = a1x + ap och b(z) = by + by ér linjira
funktioner. Vilj koefficienterna ag, a1, bpoch b; pa lampligt sétt!



