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Problem #1 (6p=3p+2p+1p)
Antag att sannolikhetstéthetsfunktionerna for tva lika troliga klasser wjoch wo
ges av

1/9 om 1<x; <4 och 1<my <4
p(xlwr) = 0 annars

och
1 om 2<zx;<3o0ch 2<29<3
0 annars

p(x|ws) = {

a) Rita beslutsgrianser for den optimala klassificerare som minimerar antalet klas-
sificeringsfel(i medeltal).

b) Bestdm den optimala klassificerare som minimerar antalet klassificeringfel (i
medeltal).

c) Berikna klassificeringsfelet for den optimala klassificeraren som minimerar an-
talet klassificeringsfel(i medeltal).

Problem #2 (6p=3p+2p+1p)

a) Civ har 40 designexempel och vill bygga en linjér regressionsmodell. Hon byg-
ger medhjilp av OLS tva olika modeller, en med hjilp av de 20 férsta exemplen,
en annan med hjélp av de 20 sista. Modellerna blir dock helt olika! Ge en trolig
forklaring till detta fenomen och ge forslag pa tvd metoder som kanske kan 16sa
detta problem. Forklara ocksd med nagra f4 meningar vad det &r som gor att
dessa tva metoder kanske &r bdttre &n OLS i detta fall.

b) Forklara hur man stegvis designar en linjar klassificerare med hjélp av av min-
sta kvadratmetoden. Antag att de tva klasser som man férséker designa en linjar



klassificerare for ar linjart separabla. Varfor &r det troligen battre att anvénda
perceptronregeln (istéllet for minsta kvadratmetoden) i detta fall?

c) Motivera med hjélp av en figur ekvationen for ett hyperplan med normalvektor
n som passerar genom punkten x,,.

Problem #3 (6p=3p+2p+1p)

Antag att N fyrdimensionella vektorer x;,7 = 1,2, 3, ... ska éverforas via en smal-
bandig teleledning. P3 grund av den begrinsad kapaciteten maste varje vektor
reduceras till tva (reella) tal innan Gverforing (vi bortser hér fran problemet med
binér representation av rella tal). Med hjélp av ett antal designexempel estimeras
kovariansmatrisen for de fyrdimensionella vektorerna och resultatet dr egenvek-
torerna w; = [0.78, —0.61,0,0]”, wo = [0.61,0.78,0,0]7, w3 = [0,0,1,0]” och
wy = [0,0,0,1]” med egenviirden \; = 0.44, Ao = 4.56, A3 = 4.0, \y = 1.0. OBS!
Egenvektorerna &r inte ordnade efter storleken pa egenvérdenal

a) Antag att den vektorn x = [1,0,1,0]7 star pa tur att éverforas. Bestdm de
tva tal som far representera vektorn x vid Overféringen sa att rekonstruktionen
pa mottagarsidan (ddr man har tillgdng till alla egenvektorer och egenvérden).
blir s& bra som mojligt (i minsta kvadratmening). Bestdm ocksd hur den rekon-
struerade vektorn x kommer att se ut pd mottagarsidan. Bestdm till sist ocksa
kvadraten pa rekonstruktionsfelet: ||x — %||? fér denna vektor.

b) Forklara med hjélp av storleken pé egenvirdena varfor det ar véntat att rekon-
struktionen i deluppgift a) blev s dalig. Forklara ocks& varfor resultatet inte
skulle bli speciellt bra &ven om man tillat att tre istéllet for tva tal far dverforas
for varje bild.

c¢) Varfor kan man (under antagande om normalfordeling) séga att det &r gans-
ka ovéntat att man ska observera vektorn x = [1,0, 1, O]T dvs att denna vektor
néstan kan betraktas som en outlier?

Problem #4 (6p=3p+2p+1p)
a) Antag att den betingade sannolikhetsférdelningen P(D|k) for en dataméngd
D givet en okénd heltalsparameter k kan skrivas

1/3 om k=1

) 1/2 om k=2
P(Dlk) = 1/6 om k=3
0 om k=4

Antag vidare att sannolikhetsfordelningen f6r &k apriori definieras av

0.33 om k=1
0.33 om k=2
P(k) = 001 om k=3
0.33 om k=4



Bestam foljande tva estimat av parametern k: maximum likelihood (ML) och
maximum aposteriori (MAP). Berdkna ocksd E{k|D}.

b) Hérled stationéra villkoren dvs normalekvationerna for parametrarna i en lin-
jar regressionsmodell dd man har tillgdng till ett dndligt respektive ett odndligt
antal designexempel och anviander medelkvadratfelskriteriet. Med odndligt antal
menas har tillgdng till sannolikhetstéthetsfunktionerna.

c) Visa att g(x) = E{y|z} minimierar kriteriet J(g) = [, fy(y—g(m‘))2p(w, y)dydx =

Jo fy(y — g(2))?p(y|z)p(z)dydz.

Problem #5 (6p=3p+2p+1p)

a) Visa att funktionen .J(m) = Y2, (,,—m)? minimieras av aritmetiska medelvirdet
m* = % Yne1 Tn-

b) Givet N exempel fréan en stokastisk variabel, férklara varfor medianen &r en
mer robust approximation av vintevirdet &n det aritmetiska medelvirdet. Fork-
lara ocksd vad detta har for betydelse vid klassificiering med hjilp av optimala
Bayesianska klassificerare i specialfallet normalférdelade variabler.

c¢) Visa att funktionen J(m) = S, |z, — m| dér |z| betyder absolutbelop-
pet av z och N &r ett udda tal minimieras av medianen for alla z,, m* =
median(z1, z2,...,2y). Ledning: Dela férst upp summan i tvd delsummer med
hjalp av definitionen av |z|.

Problem #6 (6p=3p+3p)

Civ ska bygga ett system for igenkdnning av ord som registreras via en mikrofon
fran olika anvindare. Civ kallar in en person som ldser in tre olika ord. Varje ord
lases flera ganger och lagras varje gang i form av en vektor bestdende av 20000
sampel (virden) frén mikrofonsignalen motsvarande ett tidsinterval med léngden
1 sekund.

a) Civ forsoker bygga en klassificerare baserat direkt pd kNN-metoden och Eu-
klidiskt avstdnd. Forklara med hjélp av ord och figurer och i termer av kNN-
metoden varfér Civ kommer att f& stora problem om personen som léser in i) inte
borjar tala vid exakt samma tidpunkt varje gdng och/eller ii) varierar ljudstyrkan
kraftigt mellan olika inlésningar och/eller iii) varierar lingden pé uttalet mellan
olika inldsningar.

b) Varje sampel lagras med 8 bitars upplosning dvs 256 olika nivaer. Civ konvert-
erar nu varje inldst mikrofonsignal till ett histogram Gver dessa 256 nivaer och
anvéander detta histogram som monstervektor istdllet. Motivera minst tva tydliga
fordelar och en eventuell nackdel med denna metod i jamforelse med med att
anvinda de ursprungliga 20000-dimensionella monstren.



Problem #7 (6p—3p+3p)

a) Perceptronregeln kan tolkas som en iterativ metod som férsoker minimiera kri-
teriet J(w) = 3, ey (—wlx;) diir M = {x;|w’x; < 0}. Férklara, vad &r w, och
M i detta sammanhang och varfor kallas perceptronregeln for en felkorrigerande
metod?

b) Minsta kvadratmetoden &r ett alternativ till perceptronregeln som normalt
bygger pa losningen till ett ekvationsssystem men som ocksa kan 16sas iterativt
pa samma sidtt som perceptronregeln. Hérled perceptronregeln och sedan ocksa
motsvarande iterativa algoritm som minimerar minsta kvadratkriteriet.

Problem #8 (6p=3p+3p)

a) K-nidrmaste grannemetoden (kNN) &r en intuitiv och ofta kraftfull metod for
klassificering. Vilka dr det tva huvudsakliga “parametrarna” som man kan variera
i denna metod for att f& olika resultat? Forklara ocksé varfor det inte alltid &r
bést att klassa baserat enbart pa nidrmaste grannen (K=1).

b) Antag att det finns C klasser och en prototypvektorer p. for varje klass
c = 1,2,...,C. Antag vidare att att ndrmaste granne metoden ska anvindas,
K =1, och att Eukidiskt avstand mater likhet. Visa att denna klassificerare kan
implementeras i form av C linjira diskriminantfunktioner.

Lycka till!



