Rakneovning 4

1. Algoritm for uppdatering av parametrarna i Gaussiska mixturer. Anta att vi har en
dataméngd, X = {x1,...,xn}, dir exemplen dragits fran Gaussisk mixtur med M st
komponenter:

M
p(xn|9) = Zp(xnlmm; Cm)Pm; (1)

dar méngden § = {my, ..., mg, Cy, ..., Cps, P1, ..., Pys } representerar de samlade okénda
parameterarna. PDFen {6r den mte komponenten, p(x|m,,, C,,), ges av

1 1 _
p(xjmy,, Cp) = memp (_§(X - mm)Tle (x— mm)) (2)

dar d = dim(x).
(a) Visa att ML-skattningar av vantevardesvektorerna, my, ..., mys, maste uppfylla

ekvationssystemet
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for k=1,..., M dar P(k|x,,) i sin tur ges av:

(3)

Pk|x,) = — PO l00: O (4)
Zm:l p(xn|mm7 Cm)Pm

(b) Pa liknande sétt, visa att foljande ekvationer maste vara uppfyllda {or Cr:
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2. KMC kan ses som en ”fattigmansversion” av EM-algoritmen som ges nedan:
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Skriv explicit ut de férenklingar och approximationer i EM-algoritmen som leder till
KMC.

3. Hierarkisk klustring, allmént.

(a) Skriv upp huvudalgoritmen for hierarkisk klustring.



(b) Ange tre olika sétt att méta avstand mellan kluster. Namnge avstandsmaéatten.

(¢) Vad &r ett dendrogram? Vilken information kan man utlésa ur ett dendrogram.
4. Hierarkisk klustring, tekniska detaljer.

(a) Anta att du ska implementera nagon av varianterna for hierarkisk klustring och
att dina monstervektorer har hog dimension. Den “raa” algoritmen for hierarkisk
klustring (den som vi gick igenom pa foreldsningen) inbegriper ett stort antal
jamforelser mellan olika vektorer (vi kan tvingas rikna ut ett stort antal avstand
d(xn,xx).) Ge ett forslag pa hur berdkningarna kan organiseras sa att onodiga
berakningar kan undvikas.

5. UFAT

(a) Forsok att med hjilp av en figur forklara varfor tva lager ar tillrackligt for att
en flerlagerperceptron (med tillrékligt manga neuroner i férsta lagret och linjért
sista lager) ar en universell funktionsapproximator. Gor detta for fallet da nétet
skall approximera en funktion av en variabel.

(b) Forsok att med hjélp av en figur forklara varfér en RBF (med tillrékligt méanga
basfunktioner) ocksa &r en universell funktionsapproximator. Aterigen, betrakta
approximation av en funktion av en variabel.

6. Sdg att vi har en urna som innehaller bollar som kan vara antingen roda eller vita.
Forutom férgskillnaden sa &r bollarna helt identiska. Vi vet att urnan innehaller
exakt 50 roda, och att antalet vita kan vara vad som helst mellan 1 och 100 (granserna
inkluderade). Vi star i fird att dra en boll fran urnan. Vad &r sannolikheten att den
ar rod?

7. Skattning av sannolikheter: “Bayesiansk variant”. Betrakta en slant som vi singlar
ett antal ganger och ser hur ofta vi far krona respektive klave. Med hjalp av detta
vill vi uppskatta sannolikheten for krona och klave vid nésta kast. Anta att vi just
den hir gangen har fatt slanten av en bekant som jobbar pa Angstromlabbet. Hans
specialitet ar legeringar och han ar “en riktig filur”. Detta gor att vi absolut inte kan
anta att myntet (som troligtvis dr en forfalskning) ar balanserat och (vilket skulle ge
samma sannolikhet for krona och klave). Lat § = P('krona’) beteckna (den okénda)
sannolikheten for krona vilket ger oss 1 —60 = P('klave’). Vi sammanfattar var valdigt
osikra bakgrundsinformation genom a priori pdfien p(f) = 1, dvs vi tror fran borjan
lika mycket pa alla tdnkbara virden pa 6.

(a) Nu observerar vi en sekvens av kast: S = {krona,krona,krona}. Hur har var
uppfattning om 6 dndrats genom denna nya information? dvs hur ser p(6|S) ut?
Plotta den.

(b) Stédmmer intuitionen har? Vad siger pdfien tex om hypotesen “0 = 077
(c) Rékna ut sannolikheten att @ ligger i intervallet [0.45,0.55].
(d) Vilken &r ML-skattningen?



(e) Anta att vi nu ténker kasta myntet 4nnu en gang. Vilken &r sannolikheten for
krona vid detta kast enligt det Bayesianska synséttet?

8. Anta att du vill berdkna sannolikheten att en HMM har befunnit sig i ett visst
tillstand, g;, vid tiden ¢, dvs vi vill berikna P(s' = ¢;|X,0), dir X &r sekvensen
X ={X', X2 ..., X"} och 0 star for vara modellparametrar. Om vi utnyttjar Bayes

sats far vi
P(X, st = ¢;0)

P(St:(Ii|Xa9): P(Xl@)

(9)
(a) Visa att uttrycket P(X, s’ = ¢;|0) gar att utveckla som
P(X,s' = qil0) = Bi(t)ai(t), (10)

déir o (t) &r den variabel vi arbetar med i framatalgoritmen och 3;(t) = P(X'*!, ..., XT|st =
qi, 9)
(b) Hur kan vi berdkna ndmnaren?



