Rakneovning 3

1. Tvaklasser har for samma egenskap vardena {1, 2, 3,4, 5,6, 7} (klass wy) och {4,5,6,7,8,9,10}
(klass wz). Utnyttja t-testet for att avgora om denna egenskap ar vérd att anvinda
vid klassificering. Valj signifikansnnivan p = 2.5%.

2. Antag att vi har en diskret fordelning dar data genereras med samma sannolikhet fran
fyra olika punkter. Lat oss studera tva fall
I: punkterna ar (1,1), (2,2), (-1,-1) och (-2,-2).
II: punkterna ar (1,-1), (2,2), (-1,1) och (-2,-2).

(a) Rita tva figurer ddr punkterna for respektive (punkt-)fordelning ar utritade.
Bestédm fordelningarnas véntevérden.

Bestédm kovariansmatriserna.

Bestam egenvektorer till respektive kovariansmatris och konstruera ny ON-bas.

)
)
)
e) Rita in de nya basvektorerna i figuren fran deluppgift (a)
) Uttryck de fyra diskreta punkterna i den nya basen.

)

Plocka bort den komponent som svarar mot minsta egenvardet.Hur stort blir
approximationsfelet i medeltal da man representerar data endast med hjalp av
en egenvektor i fallen I och I17

3. PCA baseras pa matrisen A = (a; ay ...aps) dér a; ar den i:te egenvektorn till datako-
variansmatrisen C. Ordningen mellan vektorerna ges av A\ > Ao > ... > A\jy dar A ar
egenviirden till C. Med hjilp av A kan vi nu bilda en ny vektor y = AT (x — m) samt
en approximation av x som vi skriver x = AA?(x — m) + m.

(a) Visa att komponenterna i vektorn y &r okorrelerade.

(b) Visa att variansen for varje komponent ges av motsvarande egenvirde, dvs att
El(y; — mZ)Q] = \;, dar m; = Elyi].

(c) Lat e beteckna rekonstruktionsfelet, dvs
e=x-—X. (1)

Visa att forvintade kvadratfelet J = El||e||?] = ZZ=M+1 Ak, dér d = dim(x).
Ledtrad: Ni kan behova utnyttja sambandet mellan ¢r(C) och egenvéirdena till
C.

(d) Visa att resultatet i uppgift (c¢) &r rimligt genom att verifiera att resultatet &r
korrekt for ytterligheterna M = 0 och M = d.

4. Fisher index. Anta att vi vill finna den vektor, w, som maximerar Fisher index da data
(2-d) kommer fran tva klasser, w; och wy, med véntevirden m; respektive my samt
med kovariansmatriserna C; respektive Cy. Om var tréningsméngd innehaller manga
exempel dragna fran fordelningarna for w; och wy sa far du anta att S,, kan skrivas
med stor noggrannhet som S,, = n1C; +n2Cs, dar ny och no ar antalet exempel fran
varje klass. Lat m; = (1,1)7 och mz = (0,0)7. Rikna ut w i det fall att



(a) bade wy och wy har kovariansmatrisen o?1. Rita figur!

(b) bade wy och we har samma diagonala kovariansmatris D. Diagonalelementen &r
d? och d3. Rita figur! (Hur viktas de olika komponenterna i skillnadsvektorn
(m; — my) for olika val av dy och ds).

. Projektionerna pa vektorerna vi rédknat fram via linjar diskriminantanalys ger ingen
automatiskt klassning. For detta maste vi bestdmma &ven ett troskelvarde, 8, och ut-
nyttja beslutsregeln: vilj w; om wx > 6, annars vilj we. Optimal klassning (minimal
felsannolikhet) for specialfallet normalfordelade klasser med samma kovariansmatriser
har ett tydligt slaktskap med Fishers linjara diskriminant och for detta specialfall ar
har vi ett explicit uttryckt 6. Red ut sliktskapet och ge uttrycket for 6.

. Foljdfraga: géller det omvéanda till slutsatsen i forra uppgiften? Det vill sdga, om Fish-
ers diskriminant for tva klasser rakar sammanfalla med den optimala beslutsgrinsen,
kan vi da dra slutsatsen att data dr normalférdelade?

. Ség att vi for vara exempel x1,...,xy (fran tva klasser, w; och wo) har rdknat ut
projektioner y1, ...,y m.h.a. Fishers projektionsvektor, w = S_;}(m; —m3). Anta att
nagon annan person har fatt nastan samma data som du, enda skillnaden ar att dessa
data ar transformerade med en inverterbar matris A, dvs exemplen ges av X, = Ax,,.

(a) Visa att ni kommer att fa samma y-varden.
(b) Slutsatser? Ledning: Behdvs normering av koordinaterna i x-vektorerna fére
utrdknadet av projektionerna?

. Linjér regression och regularisering. Vi har traningsexemplen {x1, ..., xx } med tillhrande
y-varden {y1,...,yn} och vi finna en vektor w sa att vi kan approximera y, med

o T
Yn = W' X.

(a) Harled ett uttryck for den vektor W som minimerar kvadratsummekriteriet J =
N .
D=1 (Yn — Wx)%.
(b) Hérled ett uttryck for den vektor w som minimerar regulariserade kvadratsum-
mekriteriet J = 27]:[:1(% —wlx)? 4+ \||w]|2.

. Vi har tréningsexemplen {xi,...,xxy} med tillhérande y-virden {yi,...,yn} som vi
antar har uppkommit fran den stokastiska modellen

Yn = WTXn +en (2)
dir e, dr normalférdelad e, ~ N(0,0?).

(a) Hérled maximum likelihood (ML) skattningen av parametervektorn w.

(b) Anta att vi vet a priori att w troligtvis bestar av relativt smé vérden. Vi mod-
ellerar detta genom att siga att w a priori &r normalfordelad med véntevirde
noll och med en kovariansmatris C,, = 021 dér I iir enhetsmatrisen och variansen
o2 anger ett matt pa vad vi menar menar med ”sma virden”. Hérled maximum
a posteriori (MAP) skattningen av w.

(c¢) Jamfor svaren i (a) och (b) med svaren pa fraga ?7.



