Rakneovning 1

1. Anta att vi har tva stycken tarningar, T3 och Ts, vilka kan beskrivas av sannolikheterna
i tabellen nedan.

T, T,

P =1/6 | P()=0.1
P(2)=1/6 | P(2)=0.1
P(3)=1/6 | P(3)=0.2
P(4)=1/6 | P(4)=0.2
P(5)=1/6 | P(5)=0.2
P(6)=1/6 | P(6)=0.2

Table 1: Utfallssannolikheter for tarning 77 och Tb

(a) Anta att ndgon av tdrningarna slas (du vet inte vilken) och utfallet blir 5. Berékna
sannolikheten for att tarningskastet gjordes med T} respektive T5.

(b) Anta att nagon av tarningarna slas 15 ggr med utfallen:
{3,4,6,6,6,5,3,4,5,2,3,6,5,4,5}. Vilka dr nu sannolikheterna for att det ar Ty
respektive 157

(c) Vilken ér den allménna formeln for a posteriori sannolikheten da vi observerar
en sekvens bestaende av totalt ny ettor, no tvaor osv.?

2. Skattning av sannolikheter. Tank er en oregelbunden térning med L st. sidor som vi
kastar ett stort antal ganger. Vi &r intresserade av att uppskatta sannolikheterna for
att tdrningen hamnar med olika sidorna upp. Vi observerar sekvensen av utfall O =
{X1,..., XN} och rdknar ihop antalet ettor till ny, antal tvaor till na, osv. Vi betecknar
de respektive sannolikheterna for Py, ..., Pr, och dessa ar de okdnda parametrarna som
skall skattas.

(a) Vilken é&r likelihoodfunktionen i detta fall?
(b) Vilket bivillkor maste vara uppfyllt for vardena pa Pi, ..., Pr?

(c) Stéll upp Lagrangefunktionen, L(Px, ..., Py, A), for optimeringsproblemet och visa
att ML-skattningen av sannolikheterna ges av P; = n;/N.

3. ML-skattningarna av tarningssannolikheterna i foregaende uppgift ar troligen nog-
granna om antalet kast ar mycket stort. De skattade sannolikheterna kan vi nu anvanda
i en modell for tarningen och utnyttja den vid jamforelse med andra modeller (jmfr
uppgift 2). Anta nu att vi istdllet hade tillgang till endast ett fatal observationer. Kan
du se nagra potentiella problem med att anvinda skattningen ovan. Ledning: VAilj att
betrakta nagot extremfall.

4. T vissa monsterigenkdnningsproblem har man mdjligheten att lamna vissa monster
oklassificerade. Lat klassificeringskostnaden for korrekt val av klass vara noll, A, for



att lamna oklassificerade (rejected) och A; nar klassningen ar fel, dvs

0 i=j

As annars

dar a; representerar beslutet “klass ”. Vi har harigenom introducerat en handling
(action) apry1 (forutom de Gvriga sorteringarna) och A, ar kostnaden att vélja denna
handling.

(a) Visa att den optimala beslutsregeln som minimerar den forvéntade risken kan
uttryckas som:
e Vilj klass wy om P(wy|x) > P(w;|z) for i # k och P(wg|z) > (1 — 3=)
e Annars, lamna oklassificerad (valj “klass” was11).
(b) Vad hénder vid specialfallen A\, =0 and A\, > ;.

5. Betrakta ett klassificeringsproblem med tva klasser, wi och ws. De har a priori san-
nolikheterna P(w;) = P respektive P(ws) = P2 och &r normalférdelade N(my, Cy)
respektive N(mg, Cy). Vart mal ar att klassificera en monstervektor x och vi véljer
att minimera sannolikheten for fel beslut.

(a) Ange en lamplig ”loss matrix” for detta problem.

(b) Stall upp ldmpliga diskriminantfunktioner for klasserna, g; (x) och g2(x). (De ska
vara explicit uttryckta i de parametrar P;, P>, m; 0sv som anges ovan.

(c) Beslutsytan ges av 16sningen till ekvationen g1 (x) = g2(x). Stéll upp och férenkla
sa langt det gar for foljande specialfall:

i. Kovariansmatriserna &r lika, dvs C; = Cy = C. Rita ett illustrerande exem-
pel.

ii. Kovariansmatriserna #r lika och ”cirkulira”, dvs C; = Cy = o?I dér I ar
enhetsmatrisen. Rita exempel.

(d) Om x = (1,1)T, m; = (0,0)7,
a-(14) 2

vad ar det s.k. Mahalanobisavstandet mellan x och m;?

6. Parameterskattning. Anta att dataméngden X = {z1,...,xn} (obs: z &r skaldr) &r

slumptal dragna fran en normalférdelning med oként vintevirde m och varians o2.

(a) Harled Maximum-likelihood (ML) skattningen av m. (Anta att exemplen &r
oberoende = p(X|m) = p(z1|m)p(z2|m)...p(xn|m).)

(b) Anta att a priori-fordelningen f6r m dr Gaussisk med véntevérde mg och varians
o2.! Hérled maximum a posteriori (MAP) skattningen av m.

1Denna a priori-fordelning kan tex baseras pa en tidigare skattning med en annan dataméingd.



7. Upprepa uppgift 6 (a) och (b) under generaliseringen att X = {x1, ..., Xy}, dvs exem-
plen &r vektorer istéllet for skaldrer. Anta x ~ N(m, C) och m ~ N(myg, Cy) (i MAP
skattningen).

8. Algoritm for uppdatering av parametrarna i Gaussiska mixturer. Anta att vi har en
dataméngd, X = {x1,...,xn}, dir exemplen dragits frain Gaussisk mixtur med M st
komponenter:

M
p(xn|9) = Zp(xn|mm; Cm)Pm; (3)

dér méngden 6 = {my, ..., mg, Cy, ..., Cps, P, ..., Py } representerar de samlade okénda
parameterarna. PDFen for den mte komponenten, p(x|m,,, C,,), ges av

1

1 ~1
W@zg) <§(x -m,,)'C N x — mm)) (4)

p(xjmy,, Cp,) =

dar d = dim(x).
(a) Visa att ML-skattningar av vintevirdesvektorerna, my, ..., mys, maste uppfylla

ekvationssystemet
p==n TR
> PE[xm)
for k=1,..., M dér P(k|x,) i sin tur ges av:

(5)

Plklx,) = p(Xp |y, Cr) Py .
S p(Xn|ti, Cn) Py

(b) Pa liknande sétt, visa att foljande ekvationer maste vara uppfyllda {or Cr:

X PO 5 ) )T
Zm P(klxm)
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