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Obs! Svar utan motivering ger noll poéng!

Problem #1 (6p=3p+2p+1p)

a) Antag att en stokastisk variabel X har sannolikhetstéthetsfunktionen p(x).
Skriv ned de integraler som definierar vintevirdet m = E{X}, variansen 02 =
E{(X —m)?} och sannolikheten P(X < m) att X #r mindre #n viintevirdet.

b) Antag att det finns NV exempel tillgédngliga for att estimera medelvirdet och
kovariansmatrisen for en normalférdelning. Istéllet for att berdkna medelvirdet
och kovariansmatrisen med hjilp av alla N exemplen kan man vilja att INTE
ta med de M stycken exempel som innehéller de M mest extrema (storsta och
minsta) komponenterna. Vilken dr den huvudsakliga fordelen respektive nackdelen
med att gora sa?

c) Antag att vektorn x #r en realisering av en K-dimensionell normalférdelad
stokastisk variabel med medelvéirde noll och kovariansmatris C' med egenvektorer
e, k= 1,2,..., K och motsvarande egenvirden A\, k£ = 1,2,..., K. Bestdm
variansen lédngs riktningen som definieras av es.

Problem #2 (6p=3p+2p+1p)

a) Forklara kort grundtankarna bakom PCA, hierarkisk klustring och Fishers
diskriminant. Obs! Ge korta forklaringar (4-5 meningar) separat for en metod i
taget. Garna figurer!

b) Antag att alla monster x,, i en dataméngd har d dimensioner och ldngden ett,
||xn|| = 1. Monstren ligger alltsd p& en d-dimensionell sfar med radie ett. Antag
att monstren ligger i K tétt koncenterade kluster och att klustren &r likformligt
fordelade Gver sfiren. Antag vidare att att det finns N exempel tillgéngliga for
analys. Forklara varfor resultatet av en principalkomponentanalys skulle indikera
att ingen kompression skulle vara méjlig medan en klustringsanalys skulle indikera
att varje observation kan komprimeras till ett enda heltal!



c) Antag att PCA utfors med hjilp av N stycken d-dimensionella ménster och att
d > N. Bevisa eller férklara varfor det i detta fall finns hogst IV stycken nollskilda
(som inte dr noll) egenvirden.

Problem #3 (6p=3p+2p+1p)

a) Forklara foljande begrepp: i) diskriminantfunktion, ii) beslutsgréns, iii) skill-
naden mellan sannolikheten och sannolikhetstéthetsfunktionen for en stokastisk
variabel som resulterar i observationer som betecknas z (eller z,,).

b) Vid klassning och regression med hjilp av kNN-metoden dar k=3 finner man
for en vektor x att de tvi ndrmaste prototypvektorerna tillhor klass 1, och att den
tredje nérmaste tillhor klass 2 av tre mojliga (klassl, klass 2 och klass3). Vidare
finner man att prototypvektorernas responsvirden ar y; = 1.03, yo = 0.96 och
ys = 1.01. Bestdm kNN-metodens klassificeringsbeslut och dess regressionsvirde
i detta fall.

¢) Man kan ju visa att vid Bayesiansk klassificering av tv& normalférdelade klasser
som alla har samma kovariansmatris men olika medelvidden s& kan man reducera
den optimala klassificeraren (som minimerar antalet felklassningar) till en enda
linjér diskriminantfunktion. Antag att det finns IV exempel tillgingliga for de-
sign och att medelvirden och kovariansmatris estimeras och att dessa estimat
sedan anvénds i uttrycket for den optimala linjéra diskriminantfunktionen. Antag
sedan att man ocksd designar en linjar diskriminantfunktion med hjilp av mins-
ta kvadratmetoden applicerad pad de N designexemplen och att den resulterande
linjéra diskriminantfunktionen ger béttre resultat (i medeltal) for representativa
testexempel dn den diskriminantfunktion man far via Bayes beslutsteori for opti-
mal klassning. Forklara hur en sddan situation kan uppsta! Obs! Antag att antalet
testexempel dr mycket stort s& att mdjligheten att den diskriminantfunktion som
designats med hjilp av minsta kvadratmetoden bara ger ett sdmre resultat pa
grund av tillfalligheter helt kan férsummas.

Problem #4 (6p=3p+2p+1p)

a) Stéll uppdet problem som man vill 16sa vid linjér regression. Forklara dessutom
varfor OLS-metoden inte alltid dr palitlig foratt 16sa detta problemoch hur man
med hjélp av PLS eller ridge regression (RR) ibland kan 16sa problemet. Forklara
hur man i praktiken lgserproblemet med PLS/RR dvs hur man véljer ritt antal
latenta variabler eller virdet pd regressionsparametern.

b) Forklara principerna/ideerna bakom PLS och ridge regression.

c) Forklara skillnaden mellan PCR och PLS och varfor PLS ofta ar béttre &n
PCR trots att PCR bygger pa den linjira representation av invariabeln x som ger
minst rekonstruktionsfel.



Problem #05 (6p—3p+2p+1p)

a) Framforallt vid multivariat regression centrerar och normerar man ofta vari-
ablerna i ett forsta steg. Antag att alla ursprungsvariabler normerats sa att de har
medelviirde noll och varians ett och att en linjir modell j = a’x har skapats for
de normaliserade variablerna ¢ och x. Bestdm ett uttryck fér motsvarande linjéra
modell i de ursprungliga variablerna.

b) Perceptronregeln #r en felkorrigerande metod for linjira klassificerare. Vad
menas med att den dr felkorrigerande och varfor &r den inte lika praktiskt an-
vindbar som minsta kvadratmetoden?

c) Antag att en linjar klassificerare har ¢; = 1 som target (onskat utvirde) da
exempel kommer fran klass w; och t; = 0 d& exempel kommer frdn ndgon annan
klass. Notera att for ett givet monster x géller likheten P(¢; = 1|x) = P(x €
wi) = P(w;|x) dir x € w; betyder att x &r dragen fran klassen/fordelningen w;-
Visa att (med detta val av target variabler) da géller att E{t;|x} = P(w;|x) dvs
att betingade vintevardet for target-variabeln t; for ett givet monster ar lika med
sannolikheten att monstret &r draget fran klass w;. Ledning: Anvind definitionen
av vantevirdet.

Problem #6 (6p=3p+2p+1p)

a) Bestdm den optimala linjara klassificerare som minimerar antalet klassificer-
ingsfel for monster som &r dragna fran tre normalférdelninger med samma kovari-
ansmatris C. Kovariansmatrisen &r diagonal med diagonalelement C; = 1, Cy =
2, C33 = 3 och Cy4 = 4. Medelviirdena &r m; = [1,0,0,0]7, my = [0,1,0,0]7och
m3 = [0,0,1,0]7. Sannolikheten Py att dra exempel fran klass 1 &r P, = 1/2,
sannolikheten att dra fran klass 2 och 3 ar P» = P; = 1/4.

b) Motivera kort behovet av/tanken bakom Bayes risk och motivera ocksé hur
man ska vilja kostnaderna for att minimera antalet klassificeringsfel.

c) Forklara/motivera foljande uttryck:

K
P(error) = Z P(wi)(1 —/ p(x|wg)dx)
k=1 x

eQp

Problem #7 (6p=3p+2p+1p)

a) Forklara med hjalp av ett antal punkter (cirka 6 punkter) stegen i hur man
med hjilp av PCA skulle kunna komprimera och sedan rekonstruera digitaliserade
rontgenbilder pa tex ett sjukhus. Forklara vad man behdver spara och vad man
kan kasta bort, glom inte bort medelvirdet! Inga formler krivs. Ge sedan ocksa
en formel som talar om hur méanga bilder man maste lagra for att faktiskt erhalla
en minnesbesparing: Antag att varje bild bestar av NV bildpunkter som reduceras
till M rella tal och att varje reellt tal som lagras i datorn eller pa harddisken gor



det i form av B bitar (dvs ett B bitar langt binért tal). Obs! Ingen sénderklipp-
ning av de enskilda bilderna ska ske, varje réntgenbild/observation ska vara en
kolumnvektor bestadende av IV element.

b) Vid komprimering av rontgenbilder pa ett sjukhus, finns det négon praktisk
vinst med att inte komprimera alla bilder med hjélp av samma egenvektorer utan
att istdllet ha olika egenvektorer for olika bildgrupper? Glém inte att motivera
ditt svar, det &r motiveringen som ger podng. Forklara ocksd kort hur man ska
kombinera klustring och PCA for att kunna skapa en sddan uppdelning i grupper
automatiskt.

c¢) Antag att PCA anvénds for att lagra rontgenbilderna i ett sjukhus och att man
behover 500 egenvektorer for att f& ett forsumbart medel-rekonstruktionsfel. An-
tag vidare att det efter att dessa 500 egenvektorer identifierats och lagrats kommer
in en ny typ av patienter till sjukhuset som innebér helt nya bilder. Dessa bilder
ar helt nya i den meningen att de INTE helt ligger i det underrum/hyperplan
som spanns av de 500 redan identifierade egenvektorerna. Antag att egenvek-
torerna inte réknas om utan att de som redan rdknats fram anvénds direkt for
kompression av de nya bilderna. Vad skulle detta fa for praktiska konsekvenser
for rekonstruktionsfelet och darmed ocksa for risken att missa viktig information
vid klinisk anvéndning av de rekonstruktuerade bilderna?

Problem #8 (6p=3p+2p+1p)

a) Forklara i ett antal punkter hur man med hjilp av ett antal exempel designar
och verifierar ett fungerande monsterigenkdnningssystem (“fréan ax till limpa” dvs
hela vigen fran datansamling till slutvalidering).

b) Vad ar fordelen respektive nackdelen med att anvénda en testméngd i jam-
forelse med att utféra korsvalidering?

c) Antag att det okdnda verkliga (optimala,Bayesianska) felet dr ey och att bland
N oberoende test exempel blir k stycken felklassade. Detta intréffar med sanno-

likheten
n!

(n — k)lk!
dvs enligt en binomialférdelning. Skissa baserat pa vad du kan hur man i princip,
inga detaljer, med hjélp av Bayes sats och antagandet att P(ep, N) dr konstant

kan bestdmma en fordelning for er (och ddrmed ett MAP estimat och/eller ett
konfidensintervall for er).

Lycka till!

P(kler, N) = (er)F(1 — eq)N—H)



