Bayesianska numeriska metoder II

T. Olofsson

Gibb’s sampling

Vi har sett att en viktig teknik vid Bayesiansk inferens dr s.k marginalisering vilket, for kontinuerliga vari-
abler, innebér att vi “integrerar bort” variabler som vi inte dr intresserade av, s.k. nuissance-parametrar. [
ett av vara tidigare exempel var vi tex endast intresserade av att uttala oss om parametern wy men mod-
ellen inneholl dven den okiinda parametern wi. Vi kunde erhalla p(wo|X,)) genom att berdkna integralen
fp(wo,wl\/'\,’,y)dwl. Hade vi haft fler nuissance-parametrar, ws, ..., wg, s& hade vi behdvt berdkna en
multipelintegral

/ / p(wo, w1, , ..., wi |[X, V)dw; ...dwg. (1)
Jwq Jwg

Ett viktigt praktiskt problem #r att multipla integraler &r svara att berikna av flera skil och vart
motmedel var hir att anvinda oss av Monte—Carlo simuleringar. Integralen ovan kan approximeras numeriskt
genom att

1. “Dra” ett stort antal vektorvirda sampel, w!, w2, ..., w™ fran férdelningen med PDF p(wg, w1, , ..., dwg | X, Y).

(Varje w' bestar av en wo-komponent, en w;-komponent osv.)

2. Spara endast wo-komponenterna i samplen. Bilda mingden {w},...,w}!’}. FElementen i mingden
{wg, ..., wd’} har nu en férdelning med PDF p(wo|X,Y) och det star oss fritt att anvinda dessa som
vi vill f6r att numeriskt ta fram en approximation av denna PDF.!

Nasta hinder som vi stétte pa var att det brukar generellt vara svart att dra sampel ur en godtycklig
vektorvéird fordelning. (Ett viktigt undantag dr de fordelningar dir komponenterna i vektorn ar statistiskt
oberoende eftersom vi da kan dra en komponent i taget.) Det &dr ddremot mycket enklare att dra sampel
fran nagon godtycklig endimensionell férdelning, p(w). Vi kan till exempel anvinda acceptance/rejection-
metoden. Denna metod hade bland annat fordelen att det racker med att vi kiinner till en funktion, f(w),
som PDF:en dr proportionell mot, dvs vi behéver endast veta kurviormen, f(w).

En metod som utnyttjar sampling fran endimensionella férdelningar for att effektivt dra sampel fran
vektorvirda fordelningar dr Gibb’s sampling. Denna metod ingdr i en storre familj av metoder som gar under
samlingsnamnet Markov Chain Monte—Carlo (MCMC eller (MC)?). Monte—Carlo-delen i metoderna har vi
redan behandlat ovan. Namnet Markov Chain kommer sig av att samplen dras sekventiellt fran férdelningen
och det sampel som dras beror endast pa det tidigare dragna samplet (jmfr Markovegenskapen). Forloppet
kan beskrivas med hjilp av Markovkedjor och beviset for att metoderna verkligen ger oss sampel fran ritt
fordelning baserar sig pa teori for stationéra fordelningar for Markovkedjor. T ett delavsnitt nedan kommer
vi att kortfattat ga igenom ett exempel som illustrerar vad det hela gar ut pa. Vi hoppar dock &ver den
tyngre teorin.

Lat oss atergd till problemet att dra sampel fran en férdelning med PDF p(wg, w1, , ..., wx|X,)) med
hjalp av Gibb’s sampling. Det gar det till som foljer:

o Ansitt startvirden (wg, ..., w%).

e Dra ett sampel wg ur den betingade férdelningen p(wo|w?, , ..., w%, X, ¥). Man brukar skriva

wg — p(wo|w?, , ..., w%, X, V) for att beskriva detta. Pilen representerar en slumpmissig tilldelning.

1Det kan kanske vara lite svart att se vart marginaliseringsintegralen i Monte—Carlo simuleringen tog vigen. Faktum ir att
nér vi kastar alla wi- till wxi-komponenter och berdknar tex ett histogram &ver de kvarvarande wo-vérdena si dr detta samma
sak som att sdga att vi summerar = integrerar 6ver alla vektorvirda sampel for vilka wo-komponenterna ligger i nagot visst
intervall.



e Dra ett sampel wi «— p(wi|w, w3, ...,w%, X, V). Notera att vi har stoppat tillbaks det nyss dragna
samplet w} bakom “betingat-strecket”.

e Allmiint, dra ett sampel w} «— p(w;|wy, wi, ..., wi_, wl ..., wh, X, V).

o Nir vi dragit den sista skaldren wl., bilda w! = (wo?, ..., wx )T som far utgdra det forsta vektorviirda

samplet.
e Upprepa forloppet cykliskt for komponenter wq, w1, , ..., Wi . Den allminna formeln under iteration nr
k blir wf «— p(w;|wk, w, ...,wfﬁl,wﬁ_ll, ...,w];’(_l,)(,y). Varje gang i = K ar uppfyllt, dvs da vi gatt

igenom en cykel, bilda samplet w* = (wf, ..., wk)T.

For att de vektorvirda sampel vi far ur denna algoritm skall gélla som dragna ur den eftersékta fordel-
ningen krivs bland annat att algoritmen har kommit in i sin stationdre fas. Denna fas intrider forst efter
en initialfas som brukar kallas “burn in”. Man brukar dérfér bortse fran de forsta samplen (det dr dock svart
att siga exakt hur méanga detta ska vara) nir man utnyttjar data fran denna algoritm.

Det brukar vara relativt 14tt att tro pa att ovanstaende schema faktiskt ger oss sampel fran ratt férdelning
om man ritar upp en tvadimensionell férdelning och tanker sig hur algoritmen skulle fungera i detta enkla
fall. Se figurerna 1 till 3 nedan.
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Figure 1: Vi ska med hjilp av Gibb’s sampling dra sampel fran denna 2-d férdelning. Startvektorn &r
markerad med en pil.

Vi ser ur schemat att vi endast behover dra sampel fran endimensionella férdelningar. Kurvformen for
dessa fordelningar kommer vi 1iatt at via Bayes sats:

ko, k k k—1 k—1
plw;|wg, wy, .y wi_ Wiy, Wy, X Y) =

k o,k k k=1 k=1 Aok oK k k—1 k=1 (2)
_p(y|w0,w1,...,wi_l,wl,wiﬂ,...,wK , X)p(wiwg, wrs ., wi ,wi g, wye &)
-1

k k k k k—1
p(YV|wg, wr, ey Wiy Wiy 5 ey W , X)

Observera att vi bor se uttrycket i ekv. (2) som en funktion av w;. (Notera att alla parametrar utom w;
antar fixa virden som erhéllits under tidigare iterationer.) Namnaren &r som vanligt en normeringskonstant
och innehéller inte w;, dvs den paverkar inte kurvformen. Med hjélp av tex acceptance/rejection-metoden
kan vi nu dra ett ett sampel fran p(w;|w§, wk, ...,wfﬁl,w;ﬁr_ll, cnwhTh X D).
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Figure 2: Fyra iterationer av algoritmen. I varje iteration dras forst ett wp-viirde fran den betingade
fordelningen p(wo|w? ') (vénstra kolumnen). Det dragna viirdet markeras hiir med ett kryss. Notera att den
betingade fordelningen erhéalls “grafiskt” genom att skira ett snitt genom den tvadimensionella férdelningen
i fig. 1 for ett fixerat w; = wffl. Givet det nya virdet, wf, dras ett nytt w; virde fran den betingade
fordelningen p(w;|wf). Det dragna virdet markeras aterigen med ett kryss. Den nya vektorn (wf,w?)
plottas till sist i ett spridningsdiagram i den hogra kolumnen (tillsammans med tidigare dragna vektorer).

En beskrivning av Gibb’s sampling med hjilp av Markovkedor. Diskreta férdel-
ningar.

Aven om det rent intuitivt verkar troligt att Gibbs sampling fungerar s &r det ju fr den skull inte sjélvklart
att metoden verkligen garanterar vektorvirda sampel dragna fran exakt ratt fordelning. T detta delavsnitt
kommer vi visserligen inte att bevisa att metoden har denna egenskap men vi kommer med hjilp av ett
enkelt exempel att dels illustrera hur metoden kan beskrivas av en Markovkedja och visa att Markovkedjan
som motsvarar det valda exemplet genererar sampel fran exakt réitt fordelning. For att kunna gora detta
maste vi dock forst forbereda oss med lite extra teori for Markovkedjor.

Lat oss rekapitulera Markovmodellen. Vi har ett antal tillstand, ¢, ..., gar, och en M x M matris, T, med
overgangssannolikheter t;; = P(S'T! = ¢;|S! = ¢;) som element. Anta att vi later en Markovmodell “snurra”
under lang tid och &r intresserade av hur ofta ett visst tillstind bestks i allménhet under stationéritet.

Tank er forst att vi startar modellen, vid tiden ¢ = 0, genom att slumpmiissigt vélja starttillstand. Lat
oss definiera vektorn ¢° enligt

¢° = (P, ..., Pap)T (kolumnvektor) (3)

dar initialsannolikheten P; star {or
P =P(5° =g). (4)

Vilken ar sannolikheten att befinna sig i tillstdnd ¢; vid tiden ¢ = 1, dvs efter en tillstAndsévergéng?
Svaret far vi med hjélp av summaregeln:

P(S' =¢;) = ZP(Sl =q;,5° =q) = ZP(Sl =q;|S°=q)P(S° =q) = thipi- (5)

Om vi placerar dessa sannolikheter i en kolumnvektor ¢! = (P(S* = q1), P(S* = q2), ..., P(S* = qu))T
s& kan vi skriva ekv. (5) pa matrisform som

¢t =Tg’. (6)
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Figure 3: Spridningsdiagram som visar 5000 vektorsampel dragna med hjilp av Gibb’s sampling fran fordel-
ningen i figur 1.

Det dr sen latt att inse att denna formel kan appliceras rekursivt for att berdkna sannolikhetsférdelningar
for godtyckliga t. Vi kommer fram till dels

¢t+l _ T¢t och ¢t _ TtQZSO (7)

En Markovkedja siigs vara i sin stationira fas da férdelningen inte &ndras fran iteration till iteration,
dvs da ¢!t = ¢'. Fordelningen ¢ #r da stationiir (dvs beror ej av t) och om vi betecknar denna stationiira
fordelning? med ¢* sa maste foljande ekvation gilla for ¢*:

¢* =To". (8)

Observera att denna ekvation &r en egenvektorsekvation dér egenvirdet dr 1. Slutsatsen dr alltsa att vi
kan ta fram den sannolikhetsfordelning for tillstinden som vi skulle f& genom att 1ata modellen iterera under
lang tid genom att helt enkelt berikna den egenvektor till matrisen T som svarar mot egenvirdet 1.

Exempel: Stationir fordelning for Markovkedja med fyra tillstand

Betrakta en Markovmodell med 6vergangsmatrisen

01 04 02 08
01 02 01 005
T=103 02 04 01 9)

0.5 0.2 0.3 0.05
Ett exempel pa sekvens som kan genereras av denna modell dr
S={1,4,4,1,3,1,4,1,4,1, ...} (10)

I figur 4 visas ett antal histogramskattningar av den stationiira sannolikhetsférdelningen. De baseras pa
samma sekvens men olika antal tillstind har anvints vid berdkningen av histogrammen. Den sista grafen

?Kallas ibland #ven jamviktsférdelning



visar den teoretiskt berdknade stationiira fordelningen som baseras pa egenvektorsberikningen enligt ekv.
(8).3

I figuren ser vi tydligt att den teoretiskt beriknade stationira fordelningen sammanfaller i princip ex-
akt med det histogram vi erhaller efter ¢ = 100000, vilket i sammanhanget bér gilla som en mycket god
approximation av den faktiska stationdra fodelningen. [J
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Figure 4: Jamforelse mellan histogramskattningar av sannolikhetsférdelningen for tillstanden i Markovmod-
ellen med Gvergangsmatrisen T och den teoretiskt berdknade stationira férdelningen.

Nu har vi sett att en Markovkedja med given Overgangsmatris har en stationér fordelning och dessutom
nagot om hur vi kan berikna denna férdelning. Lat oss nu vinda pa steken och stilla oss fragan hur vi
kan skapa en Markovkedja si att den i sin stationiira fas genererar sampel fran nagon tnskad fordelning.
Detta scenario dr precis det vi hade tidigare. Vi kinde till utseendet pa nagon PDF och ville dra sampel
fran denna men visste inte riktigt hur vi skulle géra. Alla metoder som ingir i MCMC-familjen baseras
pa idén att skapa en ldmplig Markovkedja som ger oss den stationfra fordelning vi vill ha. Det som skiljer
metoderna at dr helt enkelt hur man sétter ihop en 1amplig Markovkedja, och ddrmed implicit den associerade
overgangsmatrisen, T. Det &dr latt att inse att flera Markovkedjor kan ha samma stationira fordelning (pa
samma séitt som flera matriser kan ha samma egenvektorer, jmfr ekv. (8)). Den kedja som vi far med Gibb’s
sampling &r alltsa bara en i méngden av manga mojliga.

Exempel: Gibb’s sampling av 2-d binir vektor

Tidigare beskrev vi hur Gibb’s sampling gick till f6r kontinuerliga variabler, wy, ..., wx. For att se en tydlig
koppling mellan Gibb’s sampling och en specifik Markovkedja sa &r det dock betydligt enklare att betrakta
ett enkelt fall for diskreta variabler. Vi viljer det enklast mojliga fallet med en tvadimensionell vektor, x,
bestaende av tva bindra variabler, 1 och z5. Vi har alltsa fyra tdnkbara realiseringar av x si den totala
sannolikhetsfordelningen beskrivs fullstindigt av de fyra sannolikheterna

POQZP(JJl:O,JJQ:O), P01:P(1‘1=0,I2=1), PlOZP(Ilzl,JJQ:O), OChPllzp(l‘lzl,Igzl)
(11)

3Man maste hir tinka pa att egenvektorer inte &r entydigt bestimda och de som beriiknas via numeriska metoder kan peka
i den negativa riktningen. Dessutom &r det vanligt i numeriska paket att normera vektorerna med avseende pa kvadratnormen.
Vi vill ddremot normera ¢* sd att alla komponenter dr positiva (eller noll) samt att summan av elementen dr 1 (sannolikheter).



Gibb’s sampling fran denna fordelning gar till s att vi ldser z2 och drar ett sampel fran den betingade
fordelningen P(x1|x2). Det virde pa x; vi far vid denna dragning héller vi sen fixt nér vi drar ett sampel
frén den betingade fordelningen P(x1|z2). Schemat itereras sedan.

De betingade fordelningarna, P(z2|x1) och P(z2|x1), fas enkelt genom en omskrivning av produktregeln

P(Jil, .’112)
P(z2)

P(xl,l‘g)

P(x1|z2) = Plr)

samt  P(xo]|z1) = (12)

Namnarna P(z1) och P(x2) far vi i sin tur via summaregeln (marginalisering). Till exempel far vi att
Pxza=1)=P(za=1,21 =0)+ Plag =1,2; = 1) (13)
Lat oss exempelvis betrakta fallet da vi har foljande simultana sannolikheter:
Py =05, Pn=02 Py=02 PFP;1=01 (14)
Lat tillstanden ¢, ..., g4 motsvara
0 ="11=02=0", @="31=02=1", @g="71=1L2=0", @="m1=1Lmy=1" (15)

Beroende pé i vilken fas under samplingsalgoritmen vi befinner oss (sampling av z; eller z3) kommer vi att
hoppa mellan dessa olika tillstand med olika sannolikheter. Vi &r dock intresserade av sannolikheten att
hoppa mellan tillstdnden via kombinationen av bada dessa steg.

Ett naturligt och forhallandevis enkelt séitt att komma fram till vilken Gvergangsmatrisen T &r, dr att
dela upp hela steget fran x* till x**1 i tva steg, namligen 23! «— P(z;]25) och 251 — P(zo]2z% ). De tva
separata stegen kan enkelt beskrivas med varsin 6vergangsmatris, T och Ts, med de respektive utseendena

P(xq =0|zg = 0) 0 P(zq =0|ze =0) 0
T, — 0 P($1:0|$2:1) 0 P($1:O|$2:1) (16)
! P(zy = 1|z = 0) 0 P(zy = 1|zy = 0) 0
och
P(Z(:Q = O|.C(‘1 = O) P(Z‘Q = 0|1‘1 = 0) 0 0
2 0 0 P(zy =0|z; =1) P(xy =0z = 1)
0 0 Plxy=1z1=1) Pzy=1z; =1)

Nollorna i de bada matriserna kommer sig helt enkelt av att vi inte tillats byta tillstand pa den variabel som
vi for tillfallet haller 1ast.
Den totala 6vergangsmatrisen, T, far vi sen genom produkten (jamfor tex ekv. (5))

T =T,T;. (18)

I vart exempel far vi
0.5102 0.5102 0.4762 0.4762
0.1905 0.1905 0.2222 0.2222
0.2041 0.2041 0.1905 0.1905
0.0952 0.0952 0.1111 0.1111

Berdknar vi nu den egenvektor som svarar mot egenvirdet 1 sa far vi den stationira fordelningen
¢ =(0.5,0.2,0.2,0.1)" (20)

Vilket dr precis den fordelning vi eftersdkte. Vi kan enkelt kontrollera att det stimmer genom att ta
produkten T¢ vilket visar sig bli ¢.



Simulated annealing

En tillimpning av MCMC, eller den variant vi fokuserat pa ndmligen Gibb’s sampling, &r global optimer-
ing. Det vi kan astadkomma med Markovkedjan &r endast att kunna dra sampel fran nagon godtycklig
fordelningsfunktion sa vad har detta med optimering att géra?

Idén med optimerinsgmetoden simulated annealing (SA) &r f6ljande:

1. For en given funktion, f(w), som vi vill minimera,* skapa en associerad PDF, p(w), som har egenskapen
att den har sitt globala maximum, wx, pi samma stélle som f(w) har sitt minimum, dvs

arg max p(w) = arg min f(w). (21)

2. Modifiera langsamt p(w) till att en serie av PDF:er som succesivt konvergerar mot en PDF som é&r
noll Gverallt utom i w* dar den har en “spik”. Dra hela tiden sampel fran denna langsamt féréndrade
PDF. Eftersom PDF:en succesivt gar mot att vara i princip en enda skarp topp kring ett enda vérde,
w*, s maste i si fall det sampel vi drar fran denna skarpa férdelning vara just w*.

Den associerade PDF vi anvénder i simulated annealing ar

1 s
pr(w) = Ze T (22)
dir T > 0 star for “temperatur” och Z ér en normeringskonstant som garanterar att var PDF integrerar
till 1.

Vi noterar forst att p(w) har sitt maximum i samma punkt som f(w) har sitt minimum. Detta giller
oavsett vilket virde T har. Vi noterar fér 6vrigt att pr(w) kan relateras till p;(w) (fordelningen da T' = 1)
genom proportionaliteten .

pr(w) o pr(w)F (23)

Alltsa, funktionsutseendet (normeringskonstanten bortriknad) ges av pi(w)Y/7. Om pr(w) for ett stort T
har en utstrickt topp sd kommer pr(w) {Or ett litet T' att vara mer isolerad (mer utkristalliserad).
Simulated annealing gar till enligt schemat

1. Satt T till ett stort virde.
2. Dra sampel fran p(w) under det att T sinks (langsamt).

Man kan visa att detta schema, under relativt allmédnna villkor, konvergerar “med sannolikhet gransande
till 17 till det globala minimat till funktionen f(w). Tyvarr baserar sig beviset pa ett “avkylningsschema”
som i de flesta praktiska situationer &r outhérdligt langsamt, namligen

K
T = — 24
log k (24)
dar K &r en konstant och k dr iterationsnumret. I praktiska situationer anvinds oftare varianten
TF = prtt (25)

vilket ger en temperatur som avtar exponentiellt med iterationsnumret. Sen haller man tummarna och
hoppas att det ska fungera dnda.

4Som vanligt skulle vi lika girna kunna formulera optimeringsproblemet som ett mazimeringsproblem. Vi far da modifiera
resonemanget direfter.

5SA kommer historiskt sett fran statistisk mekanik. I denna litteratur brukar man i nimnaren i exponenten #ven ha en
faktor k som star for “Boltzmanns konstant”. Vi kan hir vilja att sdtta k till 1.



