Bayesianska numeriska metoder I

T. Olofsson

Marginalisering

En aterkommende teknik inom Bayesiansk inferens &r det som kallas for marginalisering. I grund och botten
rér det sig om tillimpning av ett specialfall av summaregeln. For uteslutande utsagor A och B under
bakgrundsinformation C' giller som bekant att P(A, B|C) = 0 och vi har da att

P(A+ B|C) = P(A|C) + P(B|C) — P(A, B|C) = P(A|C) + P(B|C) (1)

Marginalisering anvinds d& vi har att géra med sannolikheter f6r utsagor som kan kan brytas ner i ett
antal, sinsemellan uteslutande delutsagor. Ofta upptrider sddana delutsagor i modeller med s.k. nuissance-
parametrar (“besvérliga parametrar” eller “okynnesparametrar”), dvs modellparametrar vars varden &r bade
okdnda och ointressanta for oss men som likvil paverkar utsignalen fran modellen och maste hanteras pa
nagot satt.

Betrakta till exempel sannolikheten att en begagnad bil fran 1990 och som kostat 20000 kr kommer
att klara sig genom niista besiktning. En nuissance-parameter kan i detta fall vara bilmirket. Lat I sta
for bakgrundsinformationen “allt vi vet om bilar fran 1990 som kostar 20000 kr” och Bj till Bys sta for
utsagor om mérket: B; ="mérket ar Alfa Romeo”, Bo ="mirket dr Aston Martin”, osv till By; ="mérket &r
Volvo”. Vi antar att vi tickt in alla mérken pa marknaden. Utsagan A ="Bilen klarar nista besiktning”,
kan d& brytas upp i uteslutande delutsagor A = AB; + ABs + ... + AB)s och sannolikheten P(A) ges via
summaregeln av

P(A|I) = P(ABy|I) + ... + P(ABy|T) = P(A|By)P(By|I) + ... + P(A| By I)P(By|I) 2)

Den sista likheten fick vi mha produktregeln. Vi har hér brutit ner en sannolikhet i nagra bestandsdelar
som troligtvis dr enklare att hantera &n originalproblemet.

Marginalisering i samband med kontinuerliga férdelningar
Exempel 1: Parameterestimering

Marginalisering upptrider ofta naturligt i samband med parameterestimering. Anta tex att vi vet (via tex
nagot fysikaliskt resonemang) att en serie uppmitta data X = {z1,...,xn} respektive Y = {y1,...,yn} kan
val beskrivas av en modell

Yn = wle;l;o +en (3)

dar vi antar e, ~ N (0, 02) (samt att alla brustermer &r oberende) och dér parameterarna wy och w; bada
ligger i intervallet [0,2]. Lat oss anta hér att faktorn w; inte har si mycket med nagot intressant fysikaliska
samband att gora (en nuissance-parameter). Den kan tex beskriva en okéind férstirkning i var matutrustning.
Den intressanta fysikaliska parametern for var del &r wy.

Vad kan vi nu med hjilp av vara data siga om wy, eller med andra ord, vad &r p(wo|X,Y)? For att ta
reda pa det kan vi hir vilja att {6rst berdkna p(wg, w1|X,Y) vilket som vanligt ger ett matt pa sannolikheten
att den sanna parameterkombinationen ligger i ett visst litet intervall kring punkten (wo, w1). Att det sanna
viirdet pa w; samtidigt skulle kunna anta tvé olika viirden, siig w} och w], fir forstas uteslutet vilket i sin
tur innebér att parameterkombinationerna (wo,w?) och (wo, w{) ocksa ar uteslutande utsagor. Darfor kan
vi applicera summaregeln i stil med exemplet ovan fast med skillnaden att summan 6vergar i en integral
eftersom nuissance-parametern w; hir dr en kontinuerlig variabel. Alltsa, p(wo|X,)) ges av

p(uwolX, V) = / p(to, w3 |, V)dwy (4)



Det aterstar att rikna ut p(wo, w1|X,Y). Via Bayes sats far vi

p(y‘w()a w1, X)p(wla MQ‘X)
p(Y|X)

p(wo, w1|X,Y) = (5)
Var bakgrundsinformation om parametrarna siger att de bada ligger i intervallet [0,2] och utan nagon
ytterligare information om eventuella samband mellan parameterna sa bor vi anta att de &r oberoende.
Detta innebér att de &r a priori likformigt fordelade i kvadraten med horn i1 (0,0) och (2,2) vilket ger
p(wo,w1) = 1/4, dvs en konstant. Namnaren p(Y|X) &r som vanligt en normeringskonstant s den enda
faktorn som beror av wy och wy dr alltsd p(Y|wo, w1, X). Om vi kan rikna ut denna faktor som funktion av
wo och wy s& racker det med att normera denna funktion sa har vi var a-posteriori PDF.
I vart fall far vi att
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Lat oss via en simulering se hur var uppfattning om virdena pa wg och w; dndras i takt med att vi méter
upp fler och fler datapunkter samt, som en konsekvens, hur p(wg|X,Y) dndras. I figurerna 1-3 nedan visas
resultaten for ett antal simuleringar med olika antal data, N. Variansen for e, #r fixerad till, o = 0.01.
I simuleringen har vi satt de sanna parametervirdena till wg = 1.5 och w; = 0.5. I figur 1 visas ett antal
mitviirdespar (samt kurvan y = 0.521-5) och i figur 2 visas den betingade PDF:en p(wo, w1 |X,Y). Slutligen
visas i figur 3 den betingade PDF:en p(wg|X,)) som erhalls via ekv. (4) (integrationen utfors numeriskt)

Exempel 2: Prediktion av utsignal fran modell

En annan viktig situation dér vi kan ha nytta av marginalisering dr da vi vill utnyttja en modell med osékra
modellparametrar for att prediktera utsignalen, y, for en given insignal, x. Lat oss igen betrakta modellen i
ekv. (3). Anta att vi, precis som ovan, har haft tillgng till uppmitta data X och ) fér att uppskatta vilka
varden parametrarna wg och w; har. I de fall dd méngden data ar stor s& brukar det utkristallisera sig en
kombination g, w; (MAP-skattningen) som totalt dominerar PDF:en p(wg,w1|X,)). Det naturliga i ett
sant fall ar forstas att anta att W, w; dr de helt korrekta virdena och vi séatter déarfor in dessa virden direkt
i modellen.’ Vi kan i detta fall modellera ett hittills osett y som

y = ’lf}la;‘wu —|— €. (7)
Notera att vi tar med brustermen e och att var osikerhet om y ddrmed beskrivs med en betingad PDF

. 1 L (i 2 ®0)2
p(y|3:7w07w1) = me 202 (y 120) . (8)

(Vi har helt enkelt 16st ut e och satt in detta i PDF:en for e som enligt antagandet dr normalférdelad.)
Problem uppstar da N &r litet vilket gor p(wp,w1|X,Y) mer utspridd. Vi bor i s& fall ta med var
osikerhet om de korrekta parametervirdena vid berdkningen av p(y|z, X,)). Vi kan skriva denna PDF som

p(ylz, X,Y) = /p(y,wo,mlx,?f,y)dwodm = { produktregeln} = /p(ny,wo,wl)p(wo,wl\X,)))dwodwl
(9)

Notera att vii den sista integralen har strukit de faktorer som spelat ut sin roll i de betingade fordelningarna.
Till exempel har vi i p(y|z,wo, w1, X,Y) ingen anvindning av informationen i X och Y eftersom vi dnda
dessutom betraktar fixerade virden pa wg och wi. P& liknande sitt sa paverkar kinnedom om virdet pa
variabeln z inte var osiikerhet om virdena pa wo och wy.

Den sista integralen har en enkel intuitiv tolkning. Den totala osidkerheten om y far vi som ett vik-
tat medelvirde av de osdkerheter vi har for olika modellparametrar. Vikten ges av sannolikheten for att
parametervirdena ar de korrekta.

IEtt sadant angreppssitt brukar kallas “plug-in estimate”.
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Figure 1: Simulerade data (kryss) fran modellen y = 0.52'5 + e. Den heldragna kurvan ér g(z) = 0.5215.
De sanna véardena pd wg och w; &r alltsa 1.5 respektive 0.5.

Ett specialfall har vi da tréningsdata pekar entydigt pa endast en ténkbar parameterkombination, dvs all
sannolikhetsmassa ar samlad i en punkt. Uttryckt i PDF:er blir det att p(wp, w1 |X,Y) = §(wo — o, w1 —b1),
dvs en s.k deltafunktion? med centrum i (g, ). Integralen ovan ges da av

p(yle, X,Y) = /p(y\if,woaw,?f,yﬁ((wo — g, w1 — W1 )dwodwy = p(yl|, o, W) (10)

vilket var exakt det vi kom fram till pa intuition tidigare.

Monte—Carlo-simuleringar

Betrakta aterigen modellprediktionsexemplet i forra avsnittet. Vi kom fram till att for att modellera y péa
ett bra sitt sd borde vi berikna integralen i ekv. (10). Vi kan forstas ténka oss att vi har en stor mingd
modellparametrar som vi vill integrera 6ver. Tva problem som bada blir allt allvarligare ju fler dimensioner
vi ska integrera Gver ar féljande:

1. Integraler 6ver flera variabler &r ytterst sillan analytiskt 16sbara.

2egentligen Diracs deltafunktion.
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Figure 2: Den betingade fordelningen p(wp, wq|X,Y) illustrerat som graskalebilder. Hoga virden motsvaras
av svart och laga virden av vitt. Notera att fargskalan &r normerad sa att maxvérdet i varje bild &r maximalt
svart. Det hogsta virdet for de mer isolerade fordelningarna (tex de tva sista) dr i sjilva verket mycket hogre
dn for de vida fordelningarna (tex de fyra forsta).

2. Numerisk 16sning (tex mha Simpsons formel) av integraler dver flera variabler brukar vara mycket
berdkningskravande.

I de fall dér integralerna erhallits i samband med sannolikhetsberdkningar brukar de dock ofta kunna
approximeras med s.k. Monte—Carlo-simuleringar. Om vi i exemplet ovan vill berdkna det betingade vén-
tevirdet §(z) = Elylz, X, Y] = [ yp(y|z, wo, w1)p(wo, w1]X, Y)dwodw, sé skulle en Monte-Carlo-simulering
kunna ga till enligt féljande:

1. “Dra” en parameterkombination (wf,w?!) slumpmissigt ur a posteriori-fordelningen p(wo, w1|X,Y).
2. For ett givet z, generera ett slumpmdéssigt y med hjélp av modellen i ekv. (7)
3. Upprepa fran punkt 1

Med detta schema kan vi, for ett fixt z, generera ett antal olika y-virden. Fordelningen (histogrammet) {6r
dessa viirden kommer att asymptotiskt konvergera mot p(y|z, X', ). Vantevirdet g(x) fas till sist genom att
ta medelvirdet av de dragna y-samplen. Sjidlvklart kan vi med hjilp av dessa sampel berdkna vintevirden
av 1 stort sett godtyckliga funktioner av y.



0.7 , , , 2
0.6 1.5 N=2
N=1 .
=05 z 1
0.4 0.5
0.3 0
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 1.5 2
WO WO
1.5 , , : 2 ,
L N5 15 N =10
3 1
0.5
0.5
0 0
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
WO WO
8 10 ,
6
N = 100 N = 200
4 £ 5
2
0 0
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 1.5 2
WO WO

Figure 3: Fordelningen p(wo|X,Y) = [ p(wo,w:1|X,Y)dw, utrdknad via direkt summering over alla w;-
virden for fixa wy. Detta f6ljs sedan av normering.

Alltsa, om vi kan hitta en metod att dra sampel ur en férdelning med négon a posteriori PDF (i det hir
fallet p(w|X,)) ) sa kan vi 1sa integraler 6ver denna PDF numeriskt. Tyvirr sa dr det inte alltid helt 14tt
att generera sampel ur en godtycklig flerdimensionell férdelning. Déremot finns det relativt allméngiltiga
och nagorlunda enkla och effektiva metoder for att dra sampel ur endimensionella fordelningar. Bara for
att ni ska fa en forsta inblick i hur sadana metoder kan fungera gar vi nedan snabbt igenom den s.k.
“acceptance/rejection”-metoden.

Anta att vi vill dra ett sampel ur en fordelning, p(w), med PDF proportionell mot funktionen f(w), dvs

p(w) x f(w) = { (()4 ~ (2w Lxrjnzri

(11)
Notera att vi hdr inte har blandat in nagon normeringskonstant. Det enda vi behdver for att kunna utnyttja
denna teknik #r att kurvformen f(w) ar kind. FEventuella skalningsfaktorer kommer att férsvinna vid
hanteringen.

Variabeln w kan hir endast kan ligga mellan -1 och 1. Notera dessutom att det maximala virdet for p(w)
fas i w = 0 vilket ger fiax = 4. Vi vet att det ar enkelt att generera likformigt férdelade slumptal (Matlabs
funktion rand). Detta faktum kan vi hir utnyttja i acceptance/rejection-metoden. Tekniken kan beskrivas
kortfattat enligt féljande schema:

1. Dra ett likformigt fordelat tal, wprop (“prop” som i “proposition”) i intervallet [-1,1].
2. Berikna kvoten k = f(wprop)/ frmaz = f(Wprop) /4.

3. Generera dnnu ett likformigt slumptal, g, i intervallet [0,1]. Acceptera wp,op som det slutliga samplet
om ¢ < k. Detta sker med sannolikheten P(q < k) = k. Annars, borja om fran punkt 1 och iterera
tills vi far fram ett accepterat vérde.



Det &r relativt latt att inse att ovanstdende schema kommer att ge virden néra noll med storre sannolikhet
in de som ligger néra +/ — 2. Speciellt kommer vi alltid att acceptera virdet w = 0 om vi erhaller detta
virde i forsta steget. Generellt kommer sannolikheten att acceptera ett sampel i ett litet intervall kring w
att vara proportionellt mot f(w)/ fmaz-

Notera att inget hindrar att vi anvinder andra férdelningar &n den likformiga for att generera wprop.
Tekniken fungerar vil i de situationer da det gar att hitta en enkel fordelning som vi kan dra wp,ep ifran
och vilken kan skalas s& att den alltid &r storre dn f(w). Ju béttre dessa PDF:er dr matchade desto férre
sampel behover forkastas och desto effektivare blir metoden.

I princip kan man dessutom 14tt generalisera metoden sa att den kan tillimpas pa flerdimensionella férdel-
ningar. Det stora problemet som goér att tekniken snabbt forlorar i praktisk anvindbarhet da dimensionen
Okar ar att flerdimensionella fordelningar generellt sett dr betydligt “glesare” &n endimensionella. Detta
innnebér acceptance/rejection-algoritmen slosar bort storre delen av tiden pé att forkasta wWppop.

En ténkbar 16sning pa detta problem far vi via s.k. Markov Chain Monte Carlo-metoder, tex Gibb’s
sampling eller Metropolis—Hastings.

Fortséttning foljer!



