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Projektkurs i adaptiv signalbehandling

SKALARA WIENERFILTER

Wienerfiltrering syftar till att optimera linjira filter sa att estimeringsfel minimeras
i medelkvadratmening. Filterkonstruktionen utgar fran att linjara stokastiska
modeller av signaler och av brus ar kinda. Wienerfiltrering och Kalmanfiltrering ar
nara besldktade: Bada minimerar estimeringsfel i kvadrat for signaler beskrivna
av linjara system. Kalmanfilter konstrueras utifran tillstandsmodeller som kan
ha tidsvariabel dynamik. Wienerfiltrering utgar for det mesta fran tidsinvarianta
modeller pa insignal-utsignalform, som overforingsfunktioner och ARMA-modeller.
Wienerlosningar ar intressanta att studera bland annat darfor att de indikerar ide-
ala konvergenspunkter hos adaptiva filter.

Klassisk Wienerfiltrering [5, 16] baseras pa att man manipulerar frekvensfunk-
tioner. Se t.ex Kap. 7.3 i Hayes bok [8]. Har ges en alternativ forklaring av Wiener-
filtrering som gor det lattare att forsta funktionen hos kausala IIR-Wienerfilter.
Framstallningen baseras vésentligen pa artiklarna [1, 2] och bok-kapitlet [3].

1 Filtrering, smoothing, prediktion, avfaltning

For att demonstrera hur Wienerfilter hérleds och fungerar sa utgar vi fran en
forenklad variant av de problem som studeras i [3], se Figur 1. En tidsdiskret
skaldr signal u(k), ska skattas. Signalen modelleras som en ARMA-process med
kant spektrum. Den kan ha gatt genom en kant dynamiskt system, som vi har later
vara en stabil IIR-kanal Kanalutsignalen stors sedan av ett ARMA-brus brus w(k).
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Figure 1: Ett skalirt Wienerfiltreringsproblem. Sekvensen {u(k)} ska estimeras
baserad pa métdata {y(k)}, insamlade till och med tidpunkten k£ + m. Om
B(q7Y)/A(q™t) # ¢~™, sa utgdr problemet ett avfaltningsproblem (deconvolution).



Signal och brus antas inbordes okorrellerade, dvs Fe(k)v*(j) = 0V k,j.! Model-
lens “drivande brus” e(k) och v(k) antas ocksa vara vita, ha kinda varianser A,
respektive )\, samt ha medelvirden noll?. Alla signaler fir vara komplexvirda.

Ett linjart tidsinvariant filter
a(klk +m) =R(¢)y(k +m) (1)
ska hérledas som utnyttjar mitdata y(k+m) och som minimerar medelkvadratfelet
J = Ele(k)*| (2)

e(k) = u(k) — a(klk +m) . (3)

Hir dr R(¢™ ') en rationell 6verféringsoperator, d.v.s. en rationell funktion i bakat-
skiftoperatorn ¢!, dar ¢ 'y(k) = y(k — 1). Det ar majligt att ta fram en enda
uppsattning designekvationer for tre typer av signalestimatorer:

m < 0: Prediktorer, som forutsiger u(k). Prediktion fungerar simre ju léngre
prediktionshorisont —m man viljer och ju mera brus som paverkar méitningen.

m = 0: Filter, som utnyttjar det senaste datavardet. I detta fall uppnas battre
prestanda an vid prediktion. Prestanda avgors av egenskaperna hos kanalen
och av brusnivan. For problem med dynamiska kanaler kravs en auvfaltning
(deconvolution). Idealt skulle da kanalen behova inverteras exakt, vilket dock
ar omdjligt om kanalen saknar en stabil invers (&r icke-minfas).

m > 0: Fixed-lag smoothers, som utnyttjar “framtida” data for skattning av u(k).
Om mojligt ska man utnyttja smoothing! Framtida méatvarden innehaller i
allmanhet viktig information som kan minska estimeringsfelet jamfort med
filtrering. Resultaten blir allt battre ju langre smoothing-lag m som valjs.
Man nar dock en grins dér ytterligare 6kning av m bara ger sma forbéttringar?.
Om m — oo sa erhalls det ickekausala wienerfiltret.

Ibland kan man behova utnyttja generellare problemstallningar, dar t.ex. blocket “1”
i Figur 1 ersétts med ett filter. Felet e(k) kan dven viktas olika vid olika frekvenser
och signalerna kan fa utgora kolonnvektorer istallet for skalérer.

For att sikerstalla att estimatorn bara anviander data fran de tidpunkter vi bestamt,
s& maste sjilva filtet R(¢™!) vara kausalt. (Detta géller &ven da smoothing ut-
nyttjas). Dessutom maste vi kriava att R(z7!) har alla poler strikt innanfor
|z| = 1 d.v.s. att Wienerestimatorn ar stabil. Om estimatorn innehdll gémda

'Man kan alltid géra en uppdelning dér signal och brus &r inbdrdes okorrellerade. Signal-
korrellerade komponenter hos bruset kan alltid separeras ut ur brusbeskrivningen.

20m signal eller brus har medelvirden skilda fran noll kan dessa medelvirden hanteras sep-
arat. Det dr dock bekviamare att i sddana fall inféra integrerande ARMA-modeller, som ger
Wienerfiltret limpliga egenskaper. Man kan visa att om D (2 1) = 0 for z = 1 s& kommer filtret
att fa riitt statisk forstarkning. Se sid 406-407 i [3]. Om N(z~!) = 0 for z = 1 s& kommer filtret
att fa ett nollstille vid z = 1, sa statiska stérningsnivéer slapps ej igenom filtret.

3Det finns dven en variant “fixed interval smoothing” dér man vid offline-filtrering anvinder
en hel datasekvens for att skatta varden inne i sekvensen. Sadana estimatorer implementeras
bist pa Kalmanform, se [4].



instabila moder sa skulle inverkan av avrundningsfel vixa katastrofalt. Under
forutsattningarna ovan kommer estimeringsfelet att vara en stationéar process med
medelvarde noll.

Minimering av variansen hos estimeringsfelet

£(8) = (1= R ) ulk) — Rla Yk +m) @)

utgdr en kompromiss mellan férmagan hos estimatorn att skatta u(k) (den forsta
termen) och dess brusforstirkning i den sista termen.

Man kan konstruera Wienerestimatorer pa tva sitt:

1. Ett linjart filter med forutbestamd struktur och ordning ansatts och dess
koefficienter justeras sa att kriteriet (2) minimeras. Detta kan ske med en
numerisk sokmetod. Om R ansatts som ett FIR-filter har vi ett entydigt
minimum och 10sningen kan erhallas pa sluten form via ett linjart ekvations-
system. Se Kap. 7.2 i Hayes bok [8]. Om man ansétter IIR-filter av alltfor
lag ordning sa kan tyvarr flera lokala minima férekomma.

2. Optimala IIRfilter av korrekt ordning kan dock bestammas entydigt genom
en analytisk berakning av det kausala IIR-Wienerfiltet.

Vi ska hér studera berdkning av och egenskaper hos kausala IIR-Wienerfilter.

Notation. Linjara tidsinvarianta modeller och filter betecknas med script-bokstaver
sasom F eller R. Om de parametriseras av polynom i bakat-skiftoperatorn ¢ *
eller variabeln 2! s& forenklas hirledning och 16sningen av designekvationerna.*
I tidsdoméanen anvénds i bakatskift-operatorn och polynom av grad np ges av

Plg)=po+piq "t + ...+ g™ .

Om py = 1 sags polynomet vara moniskt. Med framatskift-operatorn ¢ kan man
da definiera det reciproka polynomet

A * * *
P.(q) = po+pig+...+p,,0" ,

*

dar * representerar komplexkonjugering, da vi tillater modeller med komplexa
koefficienter. Argumenten ¢~! eller ¢ kommer ofta att utelimnas for att snygga
upp uttrycken, dar de utan risk kan underforstas. Vi kallar polynom for stabila om
de kan utgora ndmnare for stabila system, dvs om alla nollstillen hos z"?P(z7!)
ligger innanfor enhetscirkeln |z| = 1. Observera att nollstillena hos P,(z) kommer
att vara speglade i enhetscirkeln, jimfort med nollstillena hos 2™ P(z7!). For
stabila P(z7!) har P,(z) alla nollstéllen utanfor |z| = 1.

4Till skillnad frdn amerikansk litteratur skiljer vi hiir pa tidsdomdn-operatorn g och den kom-
plezxa variabeln z, dven om ekvationer sillan &ndras did man byter den ena notationen mot den
andra.



2 En variationsmetod for harledning

Kausala ITR-Wienerfilter kan hérledas pa flera satt:
e Med en “klassisk” hérledning som i Kap. 7.3 1 [8].

e Genom att derivera kriteriet (2) med avseende pa filtrets koefficienter och
satta derivatorna till noll.

e Genom att utveckla kriteriet (2) och kvadratkomplettera tills filtret kan
viljas sa att en term hos J elimineras helt, medan Ovriga termer inte kan
paverkas av filtret [6].

e Genom en variationsmetod, dir man konstruerar filtret sa att det inte later
sig forbattras.

Alla vagar leder fram till samma mal (se avsnitt III i [3]) men variationsmetoden
ar den enklaste, och beskrivs har. Metodens princip dr att man infor en potentiell
additiv féréandring (variation) v(k) av estimatet (1)

a(klk+m) 2 a(klk+m) +v(k) =R(g )yt +m) +T(g Dyt +m) , (5)
se Figur 2. Eftersom en grundforutsattning ar att vi ska utfora stabil linjar tidsin-
variant filtrering baserad pa matsignaler upp till och med tiden k£ 4+ m, sa maste
variationen kunna uttryckas som ovan, dar 7 (¢~!) ar nagon stabil, kausal och ra-
tionell 6verféringsoperator. Om y(k) r en stationér signal sa blir v(k) darfor ocksa
stationér.® Variansen hos det modifierade estimatets fel £(k) = u(k) — @(k|k + m)

blir nu
Elé?=Eu—-t—-v)(u—1a—v)*
= E(u—a)(u—4)"— F(u—a)v"— Ev(u—1)"+ Evv*
Kan estimatorn konstrueras sa att ingen variationssignal v(k) kan férbattra esti-
matet i medelkvadratmening? Det ursprungliga estimeringsfelet &r (k) = u(k) —

@(k). Man ser att E|é(k)|? > Fle(k)|?, med likhet for v(k) = 0 om och endast de
potentiellt negativa bidragen fran korstermerna helt elimineras, dvs da

Ee(k)v*(k) = Ev(k)e* (k) = 0.

Med andra ord ar estimatorn optimal om och endast om estimeringsfelet ar okorrel-
lerat med alla tillatna variationssignaler. Eftersom korrelation i signalernas Hilbert-
rum definierar skalarprodukten sa betyder detta att

Estimeringsfelet skall vara ortogonalt mot alla tillatna variationer.

50m y(k) inte &r stationir, dirfor att vi har system med poler pa enhetscirkeln, si maste v (k)
adnda sarkerstillas som stationér, med medelvirde noll. D& maste vi krdva och anta att téljaren
i T(g™!) innehéller nollstillen pa eller utanfér enhetscirkeln som eliminerar polerna i systemet
som genererar y(t + m) som gor att denna signal far obegrédnsad varians. (Detta forutsitter
naturligtvis att dessa polers lagen ar exakt kinda, vilket i stort sett bara dr realistiskt for
integratorer, dvs poler i z = 1.)
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Figure 2: Om ett signal-estimat @ (k|k 4+ m) inte kan forbéttras av nagon tillaten
additiv variation v(k), s& &r estimatorn R (g ') optimal.

Ortogonalitetsvillkoret innebar att
Ee(k)y(k+n)=0 n=m,m—1,...,

eftersom filtret 7 (¢ ') kan ha godtyckliga koefficienter. Vi far alltsd oéndligt
manga villkor i tidsdoméanen vid optimering av IIR-filter. For att undvika denna
komplikation foredrar man att hantera ortogonalitetsvillkor i frekvensdomanen.

Det finns en systematisk teknik for att harleda Wienerfilter for en given problem-
formulering, genom att siakerstéilla ortogonaliteten.

1. Uttryck métsignalen som en ekvivalent ARMA-modell, en innovationsmodell
driven av vitt brus (innovationssekvensen). Wienerfiltret kommer for de
flesta problem att representeras som tva seriekopplade filter, dar inversen av
innovationsmodellen utgor det forsta filtret. Berdkning av tiljarpolynomet
hos en innovationsmodell sker genom en spektralfaktorisering.

2. Infér en variationsterm och uttryck villkoret Ee(k)v*(k) = 0 i frekvens-
dominen, via korsspektrum ¢,,- ¢ och Parsevals formel

Be(h(h) = 5= epe © ©)

z

3. Sakerstall ortogonaliteten genom att eliminera alla poler hos integranden
¢.,- innanfor integrationsvagen, som ar enhetscirkeln. Da blir kurvintegralen
noll. Detta villkor kommer att motsvara en eller flera Diofantiska ekvationer.
Det optimala Wienerfiltret #r nu entydigt specificerat.”

4. Om modellerna ej ar stabila maste man som ett sista steg verifiera att es-
timeringsfelet £(k) verkligen blir en stationér signal med &ndlig varians och
medelvarde noll, &ven da detta inte galler for alla andra signaler. Se Appen-
dix B i [3]. For stabila modeller r detta steg onddigt.

Metodiken kan enkelt generaliseras till flervariabla system, dar (6) blir en matris.

60m g(k) = ¢79G (g )e(k) och f(k) = ¢! F(g~')e(k), med e(k) vit, sa &r med véra beteck-
ningar ¢+ = 279G (27 1) Ae2f Fu(2).

"Man kan visa att ndgra andra mojligheter ej kan forekomma, t.ex att integranden har poler
innanfor enhetscirkeln men att alla residuer tar ut varandra.




3 Wienerestimatorns struktur och funktion

Vi tillampar nu metodiken som skisserades i forra avsnittet for att harleda en
16sning pa Wienerproblemet i Figur 1. Lat oss infora

Antagande A. ARMA-modellerna for den brusfria signalen s(k) = (BC/AD)e(k)
och bruset w(k) = (M/N)v(k) ar stabila® och kausala och antas ej ha gemensamma
nollstillen pa enhetscirkeln.

De tva designekvationerna for estimatorn R som minimerar (2) hérleds i Ap-
pendix A. Man behd&ver 16sa spektralfaktoriserings-ekvationen

rBB. = CC,BB,NN, + pMM,AA,DD, (7)

som entydigt ger ett stabilt moniskt polynom B(¢~') och en skaldr r, om modellen
och brusvarianskvoten

p= )‘v/)\e

ar given. Vi berdknar dven tva polynom Q;(q¢ ') och L.(¢q) ur en Diofantisk
ekvation,’ som ir en linjir polynomekvation i de tva obekanta

g "CC\B,N, =13,Q1+qDL, . (8)
Wienerestimatorn ges da av
NA
a(klk +m) = Qlﬁ y(k+m) . )

Man kan notera att brusmodellens ndmnarpolynom N ingar i estimatorns téljare.
Resonanstoppar hos bruset elimineras alltsa av nollstallen hos estimatorn. Vi-
dare ingar kanalens nimnarpolynom A alltid i filtrets téljare. Resonanstoppar hos
kanalen kompenseras darfor av nollstillen hos estimatorn.

Spektralfaktorn S kommer att utgora estimatorns ndmnarpolynom, och maste
darfor vara stabil. Spektralfaktoriseringen (7) utgdr en kvadratisk ekvation i koef-
ficienterna hos #. Under Antagande A har ekvationen garanterat en stabil 16sning,
da dess hogerled kan garanteras vara fritt fran nollstdllen pa enhetscirkeln.

Ekvationen (7) utgor en berdkning av téljarpolynomet till en innovationsmodell
for méatsignalen

M N

y(K) = s(k) +w(k) = S5 e(k) + Sook) 2 8 e(h) (10)
80m N och/eller D hade nollstillen p& enhetscirkeln (t.ex integrerande modeller, “ARIMA-

modeller”) sa skulle inte losningen &ndras, men vi skulle behdva utfora steg 4 i {6rra avsnittet.
9Ekvationen benimns Diofantisk i analogi med heltalsekvationer av typ az+by = ¢, dir a, b, ¢

ir kanda heltal och z,y &r okdnda heltal. Sddana ekvationer studerades av indiska och grekiska,

matematiker, bland andra Diofantos, for ca 2500 ar sedan. Heltal och polynom lyder likartade

rékneregler, da bada algebraiskt sett utgdr ringar [11].




Denna modell beskriver matsignalen som en ARMA-process driven av ett enda
ekvivalent vitt brus e(k). Filtret 3/DNA &r stabilt och har en stabil invers'®.
Utnyttjas innovationsmodellen (10) och antagandet att D(z7') &r stabil, sa kan
estimatorn (9) skrivas som

X @1 DNA @

k|k =——7ouy(k = —e¢(k . 11

aklk -+ m) = =yl +m) = Brelk+m) (1)
Wienerestimatorn funktion kan tolkas som att det forst inverterar fram en wit
imnovationssekvens ur matsignalen och sedan filtrerar denna sekvens.

Filtret DN A/ brukar kallas for det vitande filtret. Det kan verka markligt att
man kan utnyttja en vit sekvens som informationsbérare. Att e(k) &r till nytta for
estimering beror pa att den ma vara okorrellerad med sig sjdlv vid olika tidpunk-
ter, men den ar (forhoppningsvis) korrellerad med den &nskade signalen u(k)! 1
sjalva verket kan det klassiska uttrycket for det kausala IIR-Wienerfiltret for detta
problem uttryckas pa formen

a(klk +m) = {¢u(k)e(k+m)}+ e(k +m) (12)

dar Gu(k)e(k+m) 8r kors-spektrum mellan den sékta signalen u(k) och innovatio-
nen €(k + m). Uttrycket { - }, representerar att endast den kausala delen av
motsvarande korskovariansfunktion far utnyttjas. Filterblocket { - }, har saledes
impulssvaret

[Bu(k)e (k+m)] + [Bu(k)e* (k+m—1)]¢ " + [Eu(k)e (k+m—2)]g 2 +... (13)
Jamfors (12) med (11) inses att impulssvaret (13) kan representeras av IIR-filtret

{ Pukyetkrm)t+ = % . (14)

Losningen av den Diofantiska ekvationen (8), som ger Q;(¢ '), utgor helt enkelt
en behandig metod att berakna den kausala faktorn i Wienerestimatorn.

Man kan visa [1] att det minimala kriterievirdet kan uttryckas som

Ele(k)m = Ae f ({1 —’Rzmg} CC. {1 - %sz*} +RMpM*R*> dz
2l=1 z

omj Al DD, A, NN,

(Ae/r) }{ (LL*+ CMAC*M*A*> dz
|z/=1 '

2rj BB, P BB, z

Integranderna representerar estimeringsfelets spektraltathet. I (15) representerar
den forsta termen bidraget fran ofullstindig signalmodellering medan den sista
termen ar matbrusets bidrag, som forsvinner for p = 0.

10m D, N eller A har nollstéllen pa enhetscirkeln s utgér modellen en sé kallad generaliserad
innovationsmodell [14]. Den &r d& inte stabil, men har fortfarande stabil invers.

7



Den optimala estimatorns frekvensegenskaper kommer att bestdmmas av signal-
till-brusforhallandet i frekvensdoménen. Vid frekvenser w; dar bruset har lag effekt
prioriteras den forsta termen i (15), och vi far

B(eJ«1)

—ienygiom 20 L
R(e™7“")e Alci)

om m valts tillrackligt stor.

I uttrycket (16) representerar den forsta termen estimeringsfel som orsakas av att
ett andligt antal framtida data m utnyttjas. Den sista termen, som aterstar da
L, = 0, representerar den asymptotiska forlusten da m — oo, d.v.s. felet som
erhalls med det ickekausala Wienerfiltret. Om kausalitetsvillkoret pa R slapps, sa
kan ndmligen ortogonaliteten uppnas genom att integranden i (6) sdtts till noll,
med L, = 0. Det ickekausala Wienerfiltret erhalls ur (A.8) i Appendix A med
L, =0, och z utbytt mot ¢. Om vi férlanger med D erhalls darur

lim ¢"R(q™!) = B,ACC,NN, (B.CC,N,\ (DNA

Den sista termen i det sista uttrycket ar det vitande filtret, medan den forsta ter-
men utgdr korskovariansfuntionen mellan u(k) och innovationen. Denna funktion
har ett dubbelsidigt odndlig impulssvar. En kausal trunkering (for dndligt m) av
detta impulssvar ger uttrycken (11)-(14) fér det kausala Wienerfiltret.

(17)

4 Losning av syntesekvationerna

Den Diofantiska ekvationen (8) ar garanterat ldsbar, da de kdnda faktorerna i
hogerledet saknar gemensammma faktorer da D &dr stabil (eller har nollstéllen
pa enhetscirkeln). Polynomet f,(z) kommer ju uteslutande att ha rétter utanfor
2| = 1. Att l6sningen &r unik kan visas pa foljande sitt. Lat Q; och L, vara en
16sning. Varje 16sning till (8) kan da uttryckas som

{Qi(g™), Lu(@)} = {Qi(¢™) —gXD(g "), L.(g) + XB.(9)}
for nagot polynom
X=zmqg™+.. . 4210 ' +2o+T10+ ...+ Tpq™

vilket inses genom direkt inséttning i (8). Eftersom filtret maste vara kausalt, sa
kan Q1 (g¢~") ej innehalla termer i framat-skiftoperatorn ¢. A andra sidan far L, (2)
p.g.a. ortogonaliteten ej ha nagra poler i |z| = 1, vilket skulle vara fallet om L,(q)
innehdll termer i negativa potenser av g (se Appendixet). Alltsa &r X = 0 det
enda alternativet, sa 16sningen (Q1, L,) maste vara unik.

Gradtalen hos de obekanta polynomen bestims av att de hogsta gradtalen i ¢ '
respektive ¢ som forekommer nagonstans ska vara “nabara” av variabler. Den
hogsta graden i ¢ ' i de tre termerna i (8) &r

m+nc , deg@; , nd—1

8



dar nc ar graden hos C'(¢!) osv. Den hogsta graden i positiva potenser av ¢ i de
tre termerna ar
nc+nb+nn—m , nf, deglL,+1

Detta ger gradtalsvillkoren pa de obekanta polynomen
deg Q1 = max(nc+m,nd—1) ; degL, = max(nc+nb+nn—m,nB)—1. (18)

Ekvationen (8) kan da omformas till ett linjért ekvationssystem med lika manga
ekvationer som obekanta.

Man kan lagga méirke till att fér prediktorer (negativa m) sa kommer filtrets kom-
plexitet (graden hos 1) ej att paverkas av prediktionshorisontens lingd. For

smoothers okar estimatorns komplexitet med m.

Spektralfaktoriseringar har analytisk losning endast for polynom av grad hogst 2.
Om hégerledet till (7) ges av

9o+ 9i(g+q )+ g(*+¢7?)

dar koefficienterna &r reella, si ges skaliren r och polynomet 3(¢™') = 1+ B1¢7! +

Baqg™% av [13]
2
A Y g
7=5°—gz+\/(5"+g2> — g

r=<7+\/72—49%)/2 D B= 62=%- (19)

T+ go

For hogre gradtal maste numeriska 16sningar tillgripas. Nagra alternativ ar:

e Man kan berikna hogerledets rotter och bilda B(g~!) ur faktorerna med
rotter innanfor enhetscirkeln. Denna metod ar implementerad i spefac2.m.
Hogerledet i (7) har nollstéallen symmetriskt fordelade m.a.p enhetscirkeln.

e Man kan losa ekvationen iterativt, med en Newton-Raphsonmetod som har
kvadratisk konvergens [9, 10]. Algoritmen &r implementerad i spefac.m.

e Ekvationerna kan 16sas indirekt via en algebraisk Riccatiekvation [12]. Al-
goritmen har implementerats i spefac3.m.

Figur 3 visar anropet till en matlabfunktion fnfilt.m, som kan 16sa det ovan skisser-
ade Wienerproblemet, och som aven kan hantera filtrering av den 6nskade signalen.

5 (Generaliseringar

Den ovan skisserade l6sningen kan generaliseras till flervariabla system, Metodiken
kan dven generaliseras till fall da robusta filter maste konstrueras for mangder av
tankbara signalmodeller, istéllet for en enda unik modell [15, 17]. Signalmodeller
ar ju aldrig exakt kinda, och ofta kan modellosikerheten vara stor. Ett mgjligt

9



function [QO,R0] = fnfilt(CO0,D0,B0,A0,M0,NO,S,T,rho,m,k)
Computes NOMINAL WIENER FILTER QO/RO from a nominal signal model

BO MO Co
y(t) = ———u(t-k) + ———-v(t) ; u(t) = ——-e(t) ;
A0 NO DO

Elv|~2/Ele|"2 = rho

Estimated signal: f(t-m)= (S/T)u(t-m)
Estimator: fhat(t-mlt) = (QO/RO)y(t).

The polynomials may have complex coefficients.
USES: abstar, addcenter, spefac2, polysolve.
Author: Mikael Sternad

Figure 3: Matlab-funktion fnfilt.m foér Wienerfiltrering, prediktion och smoothing
av skaldra signaler. Observera att kanalens tidsfordrojning kan anges separat.

angreppssatt ar i sadana fall att forsoka optimera prestanda for det vérsta fallet.
En annan l6sningsmetodik gar ut pa att medelvardesbilda kriteriet for olika signal-
modeller och minimera detta medelvarde.

Slutligen kan man anvanda liknande metoder for att konstruera filter som mini-
merar den hdgsta toppen i felsignalens spektrum, istillet for felsignalens varians.
Sadana estimatorer kallas H-filter [7].

En begransning hos Wiener-metodiken ar att det ar ganska besvéarligt att gener-
alisera spektralfaktoriseringsekvationer till tidsvariabla polynom. For tidsvariabla
system tillgriper man hellre Kalmanfiltrering.

En annnan begriansning som Wiener- och Kalmanfilter har gemensamt ar att esti-
matorerna ar linjara. Om signal och brus ar normalfordelade kan man dock visa att
de utgor de basta estimatorerna, aven bland alla olinjara estimatorer, om respek-
tive signalmodeller &r korrekta. Om signal och/eller brus ar icke-gaussiska sa utgor
de dock fortfarande de basta linjira estimatorerna. Det kan dock finnas olinjara
estimatorer som &r Overldgsna. Ett exempel pa detta ar digitala kommunikations-
system, dér u(k) ar en symbol med icke-gaussisk fordelning. Ett annat exempel &r
om enstaka stora brusvarden kan forekomma, dvs om brusets fordelningsfunktion
har langa “svansar”. Man kan da forbattra prestanda genom att lata en statisk
olinjar funktion verka pa innovationssignalen i Wienerfiltret och klippa av dess
hogsta toppar, som troligen orsakas av brus.
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6 Ett numeriskt exempel
Exemplet dr hamtat fran Kap IIL.I 1 [3]. Vi anvinder en modell med
Clg ) =Alg ) =M(g)=N(g ') =1

D) =1-05¢"; B(g')=1-14¢"140.92¢ 2 .

Brusvarianserna ar A\, = 1, A\, = p = 0.01 och ett filter ska beraknas, dvs m = 0.
Vi ska alltsa bygga ett utjimningsfilter for kanalen B(g~!), for att skatta signalen
u(k) som har autoregressiv statistik. Spektralfaktoriseringen blir

rBBy = BB,+pAA, = (1—1.4¢ 1+0.92¢" ") (1—-1.4¢+0.92¢°)+0.01(1—0.5¢ 1)(1—0.5¢) .

I detta fall blir spektralfaktoriseringen av ordning 2, sa en analytisk 16sning exis-
terar. Losningen ges av (19), dar

Go+ g1+ q ") +g2(¢® +¢7%) = 3.8189 — 2.6930(¢ + ¢ ) + 0.92(¢> + ¢?)
ger v = 1.8575 och
r=1.0560 ; B(¢g')=1-1.3629¢"" + 0.8712¢"2 . (20)

Uttrycken (18) ger att Q1 (¢~ ') ska ha grad nd—1 = 0 och L,(q) far grad n—1 = 1.
Vi ska alltsa 16sa den Diofantiska ekvationen

1—1.4¢g40.92¢% = 1.056(1 — 1.3629¢ + 0.8712¢%) Q10 + (0.5 4+ ¢) (o + £1q) . (21)

Genom att siatta termer med samma grad i ¢ lika i hoger och vanster led erhaller
vi ett ekvationssystem med block-Toepliz-struktur:

1 1.056 —05 0 Q1o
—14 | =] —14392 1 —05 l (22)
0.92 092 0 1 b))

Q:1(¢7") = Q1o = 0.9357
L.(q) = —0.0238+0.0592¢ .

Losningen ar

Det optimala filtret (11) blir alltsa ett andra ordningens IIR-filter

_ Ql(q_l)y(k) _ 0.9357
Blg™") 1—1.3629¢~" + 0.8712¢

Filtrets overforingsfunktion dr nistan en invers av kanalen s(k) = B(qg ")u(k).
Estimeringsfelets varians blir, med C = M = A = 1, enligt (16)

AJr) § LL.+p dz
g L TP gE 24
Jmm |€(k) min 27‘(’] fzzl ﬂ/B* z ( )

Med p = 0.01 och L,(q) enligt ovan, blir J,,;;, = 0.1006.

u(kk)

— (k) (23)
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A Harledning av Wienerestimatorn

1. Hirled en innovationsmodell fér métsignalen y(k):

BC M 3

Apc) + Jolk) = i)

y(k) = s(k) +w(k) = (A1)
dar (k) ar en vit sekvens med medelvirde noll och varians A, (innovationen)
och diar B(g~') ar ett moniskt och stabilt polynom som ska bestammas.
Spektra hos alla led i (A.1) maste vara lika, vilket ger

(2)Cu(z) | M(z7"), M.(2)
. N(z™!

B, z)
Az )D(z 1) “Au(2)Ds(2) = N(z*) " Ni(2)
Bz ABu(2)
Az A (2)D(z7) Dy ()N (27 )Nu(2) -

Om en skalar r och en bruskvot p infors via
r=A/Ae 5 P=Ao/Ae (A.2)
och vi gor likndmnigt sa erhalls spektralfaktoriseringen (7)

rBB, = CC.BB,NN, + pMM,DD, . (A.3)

2. Infor en variationsterm och utnyttja Parsevals formel.
Med estimeringsfelet (4) far vi

~B\ C o M

e(k) = (1 - Ryq Z) Be(k) —q Rﬁv(k) . (A4)

Variationstermen som adderas till estimatet blir

BC M (k))

D e(k) + —v

v(k) = Tyl +m) = T (S5el) + 3

Notera att e(k) och v(k) antas okorrelerade. Uttrycket (6) blir da

Be(k)u(k)* =
E ({1 —qug} © ek )) (Tq i—ge(k))* —qu%v(k) (Tqm%v(k)>*

1 % {4 = z"RB} 2~"CAC.BNN, = RM),M,AA.DD.]
j2=1

= orj DD,AA.NN, z

ey ?{ [~™ACC,B,NN, — RrS0,]
N =1 AA,DD,NN,

dar vi utnyttjade (A.2) och (A.3) i sista ledet.

r 7'— (A.6)
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3. Sakerstall ortogonaliteten genom att eliminera integrandens alla
poler innanfér enhetscirkeln.

I ndmnaren i (A.6) kommer nollstéllen till D,(z), A,(z) och N,(z) alla att
ligga utanfor enhetscirkeln, eftersom D(z7'), A(z7!) och N(z7') har alla
nollstallen inuti enhetscirkeln enligt antagande A. Polerna hos den rationella
funktionen 7.(z) ligger alla utanfor enhetscirkeln, eftersom variationsfiltret
T(2~!) méste antas vara stabilt.

Faktorn A(27')D(27')N(z7') i nimnaren i (A.6) samt polen i origo fran
namnarfaktorn z maste dock elimineras. Dessutom far vi inte ha kvar nagra
polynom i 27!, bara polynom i z.'' Skriv nu integranden i (A.6) som

T, . (A7)

A.D,N, "

z mACC.B,NN, — Rrpp, 1
ADNz

Vi sékerstéller Fe(k)v(k)* = 0 om (och endast om) faktorn i parentes utgor
ett polynom eller rationell funktion L,(z) med poler endast utanfér en-
hetscirkeln, dvs om

2 mACC,B,NN, — Rrf3f3, = ADNzL.(z) . (A.8)

Polynomen A och N maste inga i tiljaren hos R, da de ingar i de andra
termerna i (A.8). Namnaren hos R kan endast innehalla faktorn §. Andra
namnarfaktorer skulle behéva inga som namnarfaktorer i alla 6vriga termer i
(A.8) . Ingen annan term i (A.8) innehaller dock nagra rationella funktioner
med poler inuti enhetscirkeln. Alltsa galler

_ QETINEAE

R(z7t A9

(=) e (A9)

dar polynomet Q;(271) aterstar att bestimma. Ekvationen (A.8) forenklas
nu till

2 mCC BN, =rB,Q1 + zDzL, . (A.10)

Da ingen av de andra termerna innehaller ndmnare, maste funktionen L, (z)
vara ett polynom i z, L,(z). Vi far da designekvationen (8) om z byts mot q.

1Polynom i 271 svarar nimligen mot rationella funktioner i z med ett antal poler i origo. Till

exempel giller
z+0.5

z

140527t =
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